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PREFACIO

Sentimo-nos profundamente honrados em ver éste trabalho editado
sob o patroctnio do Instituto Geogrdfico ¢ Geoldgico do estado de Sao
Paulo, justamente quando se inicia o levantamenio aerofotograméirico
do territorio paulista. Isto significa o enddsso désse tradicional Insti-
tuto as ideias que aqui desenvolvemos e que esperamos sejam de utilidade
na execugdo da colossal tarefa que é aquele levantamento. Néo féra o
interésse que demonstrouw o I.G.G. na publicacio déste estudo e nao
nos seria dado o prazer de contribuir, ainda que modestamente, para o
desenvolvimenlo da cartografia nacional, com wm trabalho sébre aero-
triangulagdo espacial que tem, para nés, o sabor do pioneirismo.

De fato, com excegiio de um artigo que publicamos no n.> 187 da
revista Engenharia, desconhecemos qualquer publicagio brasileira que
trate, ainda que superficialmente, de tdo fascinante tema. Se, por um
lado, isto constituiu wma dificuldade a vencer, por oulro apresentou-se
como um esttmulo e uma oportunidade impar para escolher o caminho
a trilhar, o qual, a seguir, descreveremos em linhas gerais.

Iniciamos o trabalho expondo, de maneira sucinla, o que se en-
lende por aerotriangulagdo espacial e recordando os principios bdsicos
de funcionamento dos aparelhos de primeira ordem. Em seguida ocu-
pamo-nos longamente do problema da orientacio relativa, cuja tmpor-
tdncia é fundamental na execu¢io prdtica da aerotriangulacdo. At tra-
tamos de vdrios mélodos hoje usados na orientacio calculada numérica
e graficamente e resolvemos o problema de maneira geral, pois desen-
volvemos a teoria de tal forma que pode ser aplicada a fotogramas com
inclinagoes quaisquer. Essa possibilidade nés a devemos a generaliza-
¢io da equagio da paralaxe transversal, assunto que foi objelo de uma
comunicagio que fizemos a II Reunido de Consulta sébre Cartografia,
realizada em 1959, em Curitiba. Preocupamo-nos com a solugio geral
désse problema porquanto, atualmente, a aerotriangula¢ido com cdmaras
convergentes jd é uma realidade.

A fim de que o trabalho ndo perdesse sew cardter prdtico, tratamos
detalhadamente das técnicas instrumentiais relativas aos vdrios métodos
de aerotriangulagdo hoje empregados, af incluindo a utilizacdo do aero-
mulliplex que, apesar de receber presentemente criticas acerbas, continua
sendo um tnstrumento de utilidade indiscutivel, como mostra seu em-
prego permanente na Diretoria de Hidrografia e Navegagio (D.H.N.)
do Ministério da Marinha, que dele lem lirado excelenies resultados.
Sébre tais assuntos versa o capitulo VI.
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No capilulo VII fizemos um estudo detalhado da propagacdo dos
erros nas aerotriangulacdes, de acérdo com os mais modernos conceilos
a respeito da natureza désses erros. At iniroduzimos a denominagio
de “érro sistemdtico ficticio”, proposta por Zarzycki, que nos pareceu
bastante apropriada para designar o efeito de dupla acumulacdo de
erros acidentais que sempre ocorre nas aerolriangulagdes. Algumas
vezes mos referimos & combinagio dos erros sistemdticos com os sisle-
mdlicos ficticios como erros sislemdticos, para evitar a prolixidade da
denominagiio, mas o lettor ndo lerd dificuldade em perceber a razio de
tal liberdade.

Os trés ultimos capitulos tratam da compensagdo das aerolrian-
gulagdes: o capitulo VIII cuida da compensagio de wma faiva isolada,
o IX da de um eircuilo fechado e o X da de um bloco.

Na elaboragio do capitulo VIII serviram-nos de ponto de partida
os trabalhos de Verdin e Moreau, do “‘Institut Géographique Militaire”
da Bélgica. Ao tratarem da compensagio pelo método dos minimos
quadrados ésses autores abandonaram, no cdlculo da planimelria, as
varidveis que usou Verdin nmo sew método de interpolagdo, publicado
com o titulo de “Transformation des Coordonées-appareil en Coordo-
nées-terrain’’. Ao elaborarmos nosso citado trabalho, publicado na re-
vista Engenharia, restauramos as varidveis primitivamente usadas por
Verdin e admitimos que, assim procedendo, obleriamos uma solugdo
aproximada do problema da compensagio. Posleriormente consegui-
mos descobrir que a escolha das referidas varidveis era legitima e, no
presente lrabalho, encontramos a justificagio teérica dessa escolha. Isto
amportow numa formiddvel simplificagio que foi levada ao extremo com
o método por nés empregado na formagio das equagdes normais que se
reduziram ao tipo ax = b.

O capitulo IX jd havia sido, anleriormente, assunto de uma co-
municacdo que fizemos a I Reunido de Consulta sébre Cartografia,
realizada em Sdo Paulo em 1958. Nessa comunicagdo encontramos
algumas incorregies que foram aqui eliminadas. O problema do cir-
cuilo fechado é wma exlensdo das mesmas ideias apresentadas no ca-

pitulo VIII.

Finalmente, o ultimo capitulo é apenas a divulgagdo do mélodo
empirico para a compensagio de blocos, usado no ‘“Institut Géographique
Militaire” da Bélgica, da autoria de Verdin e Moreau.

Embora o método desenvolvido no capitulo VIII se preste a in-
clusdo de outras equagdes de condi¢do relativas a pontos de apdio exis-
tentes ao longo da faiza, preferimos deivar a solugdo de tal problema
para oulra oportunidade, pois, o que mais importa no presenie mo-
mento, é ndo retardar a divulgagio daquilo que serd, possivelmente, a
rotina do trabalho jd iniciado pelo I.G.G.

No edlculo das aerotriangulagées, abandonamos complelamente o
método dos polinémios pois, ao que nos parece, nio possui a versatili-
dade do que apresentamos. Realmenle éste pode ser aplicado, sem a
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menor altera¢do, a qualquer método de aerotriangulacio atualmente em
uso, inclusive aqueles onde sdo usados dados adicionais, como os for-
necidos por estatoscépio, cdmara de horizonte, elc.

O exemplo que figura no capitulo VIII, foi o resultado da passa-
gem de uma faiva num aparelho de segunda ordem, o Eslercosimplex
Santoni da Se¢do de Topografia do Departamento de Engenharia e
Mecanica da Secretaria de Agricultura. Embora se trate de um apa-
relho de segunda ordem, os resultados que fornece sio bastante rigorosos.
Na realidade ésse aparelho sé difere dos de primeira ordem por nio
possuir transposigdo dlica das imagens, o que obriga a transportar ma-
tertalmente o folograma de vante para ré, ao ser mudado o par, mediante
wm acessério especial que garante a lransferéncia rigorosa dos pard-
metros de orientagéo.

Para terminar, desejamos externar nosso profundo respeito pelos
dots fologramelristas belgas que tdo longe levaram as pesquisas sébre
aerotriangulacdo espacial e os nossos mais sinceros agradecimentos ao
Departamento de Engenharia e Mecnica da Secretaria da Agricultura,
pelo auzilio que nos prestou, ao Dr. Giovanni Frollani, téenico da Vasp
Aerofotogrametria S. A., que além de rever com carinho o original apre-
sentou-nos uma série de sugestoes cuja incluséo melhorow bastante o
trabalho e, finalmente ao I.G.G. que tdo gentilmenle se propds a editar
éste estudo.

A. S. Franco



Carfruoro I

INTRODUCAO
1.1. — Densificacio do apsio para restituic¢do

Nio exageramos, estamos certos, se dissermos que praticamente
todas as pesquisas modernas no terreno da aerofotogrametria giram
em toérno da triangulacdo aérea espacial. De fato, s@o nela hoje de-
positadas as maiores esperancas para a redugio do apdio terrestre
a0 minimo possivel pois éste é, sem didvida, o que mais onera o le-
vantamento aerofotogramétrico. Na realidade, a orientagdo absoluta
de um par isolado de fotogramas exige um minimo de dois pontos
planimétricos e trés altimétricos, devidamente determinados no ter-
reno e identificados com precisio numa das fotos do par a restituir.
No entanto, a seguranga do trabalho requer ntimero superabundante
de pontos, ou sejam trés planimétricos e quatro altimétricos. Além
do mais, tais pontos devem ser distribuidos dentro do par estereoscé-
pico de tal forma que abranjam a maior drea possivel, o que con-
corre indubitivelmente, para tornar o servigo de campo mais moroso
e, consequentemente, mais caro.

Para contornar as dificuldades apontadas, é possivel apelar para
a triangulacfio radial, capaz de cobrir grandes dreas com reduzidissi-
mo ap6io terrestre e cuja realizagdo mecénica é rdpida, barata e su-
ficientemente rigorosa em bom mnimero de casos. O inconveniente
da triangulagdo radial reside no fato dela s6 fornecer apdio plani-
métrico.

Embora mais dispendiosa, a aerotriangulacdo espacial, que §,
justamente, o assunto que nos preocupa, oferece apéio plani-altimé-
trico para restituigdo, com distribuicdo sbbre a drea que nenhum
servigo de campo serid capaz de fornecer. Se executada com apare-
lhos de primeira ordem, tais como o Estereoplanigrafo, o Fotoeste-
reégrafo Beta, o Estereocartégrafo, ete., os resultados serfo sufi-
cientemente precisos para eliminar o servigo de campo em vastas
areas, dai resultando considerivel economia.

Vejamos, entdo, o que se entende por aerotriangulacio espacial.
Se imaginarmos uma faixa de véo, o mais retilinea possivel, em que
estejam apolados, com pontos fotogrificos identificados no terreno, o
primeiro e o tltimo pares da faixa, a aerotriangulagdo espacial con-
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siste em orientar o primeiro par utilizando os pontos de ap6io nele
existentes e, mediante a concatenagdo dos modelos Gticos, garantida
pela superposicdo longitudinal das fotos, chegar ao tltimo par, tam-
bém apoiado. I claro que na chegada ao tltimo par os pontos de
apoio ai determinados terdo coordenadas diferentes das fornecidas
pelo processo de concatenagdo no instrumento. Haverd, assim, um
érro de fechamento que deverd ser convenientemente ajustado.

Durante a concatenagfio, a ligagdo dos modelos sucessivos 6,
nos aparelhos de primeira ordem, efetuada medindo as coordenadas
¥, ¥, 2, nos eixos de referéncia dos aparelhos, de pontos comuns aos
pares consecutivos. Esses pontos, denominados “pontos de trans-
porte”, é que vio constituir, de um modo geral, a densificacio do
apoio para restituigdo.

Ora, como o operador que executa a aerotriangulagio no apa-
relho de primeira ordem sempre escolhe, para observagio, os pontos
que se lhe apresentem mais nitidos, é claro que a utilizagio désses
pontos na orientagdo para restituigdo facilitard bastante o trabalho
do operador que fizer a restitui¢do.

1.2 — Métodos de aerotriangulaciio

O mais antigo método de aerotriangulagio é, sem divida, o de-
nominado “aeropoligonacio”, da autoria de v. GruBer. Mais tarde
0 mesmo autor, utilizando o invento do finlandés Vaisara, o esta-
toseépio, que é um altimetro diferencial de precisio, imaginou o
“aeronivelamento”. Neste método sio introduzidas, na fase das
operagdes instrumentais, as diferengas de altura de vbo, reduzidas &
escala do modelo, fornecidas pelo estatoscépio que registra, em sin-
cronia com os disparos da cAmara aérea, as leituras do altimetro.

Em 1948, no Congresso Internacional de Fotogrametria de Haia,
o fotogrametrista francés G. Poivilliers apresentou um novo método
que éle préprio denominou “caminhamento aerofotogrifico a altitude
constante”, capaz de permitir a concatenagio de grande nimero de
fotogramas sem auxilio de estatoscépio registrador. Esclarecemos
que o mesmo ndo acontece & aeropoligonacdo, onde a curvatura da
Terra interfere de tal forma que, além de um pequeno nimero de
modelos (que limitamos praticamente a 10), os erros prejudicam seé-
riamente o trabalho do operador.

Ainda o préprio Poivilliers apresentou uma comunica¢io a4 Aca-
demia de Ciéncias de Franga, em 1952, descrevendo novo método
em que os modelos sdo justapostos sem qualquer movimento linear
dos centros de projegdo. Neste método o volume de céleculos aumenta
bastante mas, segundo seu autor, fica dispensada a passagem da
faixa duas vezes, em sentidos opostos, no aparelho.

Além désses métodos, dos quais cuidaremos em detalhe mais
adeante, citaremos ainda um outro que consiste em introduzr cor-
regdes para os erros sisteméticos que se acumulam durante a conca-
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tenagfo. Limitamo-nos, porém, a esta citagdo, uma vez que, a nosso
ver, os erros “‘aparentemente’’ sistemdticos variam de uma faixa para
outra, de quantidades capazes de se afastarem -consideravelmente
das que seriam obtidas de acordo com as hipdteses.

Terminamos éste pardigrafo esclarecendo que, a fim de evitar
a prolixidade da denominag¢io dada por Poivilliers ao seu primeiro
método, chama-lo-emos de ‘“‘aerocaminhamento”. Quanto ao se-
gundo método do mesmo autor denomina-lo-emos “aerocaminha-
mento a base constante”.

1.3 — Idéia geral das operacdes instrumentais

A fim de facilitar a compreensdo do que entendemos por trian-
gulagdo aérea espacial, vamos apelar para o aeromultiplex (Fig. 1.1),
dadas a sua popularidade e a clareza com que nos faz compreender
a concatenag¢do dos modelos Gticos.

FIG. 1.1

Descrevamos sucintamente a aeropoligonagio de v. GRUBER:
Suponhamos (Fig. 1.2) realizadas as orientagdes relativa e absoluta
do primeiro par de uma faixa de v6o no aeromultiplex. Se deixarmos
fixos os projetores désse par, poderemos agregar um terceiro, com 0
fotograma que se segue, orientando-o sem mover o anterior. Ao
terceiro agregaremos um quarto e assim sucessivamente, recostiuin-
do na projegdo tridimensional, uma vasta faixa de terreno.

O ftransporte de escala de um modelo para outro é realizada
escolhendo um ponto préximo ao nadir comum aos dois pares con-
secutivos e fazendo variar a distdncia b (base) entre o projetor ji
orientado e o que se estd orientando, até que se tenha, no ponto es-
colhido, a mesma leitura altimétrica obtida no par precedente.
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FIG. 1.2

A denominagdo ‘“‘aerotriangula¢io espacial” poderd, agora, ser
compreendida pelo exame da figura 1.3. Admitindo a auséncia de
erros no processo descrito, ao efetuarmos a orientacdo absoluta do
primeiro par, a base b, tomari seu valor exato, na escala do modelo

b, b
4 3 3 by 4
zl
Z, Z, Z,
N

2]

N, Ny 4

FIG. 1.3

Gtico, da mesma forma que os valores de Z; e Z,. Consequentemente
se a orientagdo relativa do par (2-3) for feita movendo apenas o pro-
jetor 3 e se, em seguida, obrigarmos, por uma translagio de 3 ao
longo de bs, a leitura altimétrica de N a coincidir com a do par an-
terior, estamos desta forma determinando a base b: em fungdo de
Z» e assim sucessivamente. Trata-se, por conseguinte, de uma ver-
dadeira ‘“‘triangulagio aérea espacial”, pois, como a trajetéria do
avido néo é rigorosamente retilinea, 1N,2, 1N,2, 2N,3, etc., nio es-
tardo no mesmo plano.
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1.4 — Os aparelhos de primeira ordem

Tendo em vista que o aeromultiplex é um aparelho em que e-
xiste uma série de projetores, cada um deles com seis graus de li-
berdade (3 rotagoes e 3 translagoes), materializando a faixa de voo,

nenhuma dificuldade existe em compreender a orientagédo progresswa.,
que constitui, por si s6, a aerotnangul&qao Nos aparelhos de pri-
meira ordem, porém, sé existem duas cAmaras de projecdo, sem qual-
quer movimento de translagdo. Surge, assim, a primeira dificuldade
em compreender como é possivel introduzir a base, a fim de ajustar
a escala e como é vidvel nivelar longitudinalmente o modelo. A so-
lugio desta dificuldade é obtida com a aplicagio do paralelogramo
de Zeiss, do qual trataremos a seguir. Sejam (Fig. 1.4) O; ¢ O’; as
duas objetivas de projegio das cdmaras cujos eixos Gticos acham-se
com as inclinagdes iguais aquelas com que foram tomadas as fofos
durante o voo. Com isto a imagem estereoscépica de p, em projegéo

FIG. 1.4

direta, como no caso do aeromultiplex, seria formada em P. A reta
0,0’; representa a base aérea, na escala do modelo e bz, by e bz as
suas componentes segundo os trés eixos coordenados. Tendo em
vista que, no aparelho, as cAmaras de projecdio ficam situadas em
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O: e O,, sendo 0,0, uma constante instrumental, tudo se passa como
se uma das cldmaras houvesse sofrido uma translacio 0’50, conser-
vando, assim, a orientagdo do seu eixo 6tico no espago. Desta forma
os raios luminosos (nos aparelhos de projecdo dtica) ou sua mate-
rializagdo no espago (nos aparelhos de projeciio Gtico-mecénica ou
mecénica), serdo paralelos aos que seriam projetados de O}, isto 6,
Q’yP seri paralelo a O.P’.

E claro agora que nos aparelhos de proje¢do Otica como, por
exemplo o estereoplanigrafo Bauersfeld-Zeiss (Fig. 1.5), a imagem

FIG. 1.5 — Estereoplanigrafo C/8

estereoscépica de p deverd ser formada no olho do operador, reco-
lhendo a imagem esquerda em P e a direita em P/, sendo O,P = O.P’.
Isto poderd ser bem compreendido examinando a Fig. 1.6, que re-
presenta esquematicamente o sistema 6tico do estereoplanigrafo. As



FIG. 1.6

duas projegdes do ponto p realizam-se sébre dois pequenos espelhos,
facilmente identificiveis, no centro dos quais se encontram as marcas
estereoscdépicas.

O fotoesteredgrafo Beta, idealizado por Nistri é um aparelho
de projecdo dtico-mecénica, onde os centros de proje¢do sdo obje-
tivas idénticas & da cAmara aérea, o que constitui a base do principio
Porro-Kope; a projegdo é materializada por hastes, tal como mostra
a Fig. 1.4. A Fig. 1.7 mostra éste aparelho, mmto interessante pelos
sistemas de servo-mecanismos que permitiram eliminar, em grande
parte, as transmissdes mecénicas. HEstas, como sabemos, sio sempre
a parte mais critica em todos os instrumentos de precisio.

Nos instrumentos de projecio mecénica como o Estereocarti-
grafo Santoni, modelo IV, e no autégrafo Wild A-7 (Fig. 1.8) as ob-
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jetivas sdo substituidas por cardans cujos centros sdo os centros de
projecio e as hastes atravessam ésses cardans e sfo extensiveis dos
cardans para dentro das cdmaras. A Fig. 1.9 é a representacgio es-
quemética dos aparelhos de projecdo mecénica.

FIG. 1.7 — Fotoestereografo Beta/2

Assim rememorados os principios em que se baselam os apare-
lhos de primeira ordem, voltemos 4 Fig. 1.4. Com a disposi¢do geo-
métrica descrita, a distdncia 0’50: serd o parimetro de orientagéo
que substitui, no aparelho, a base b, pois, os pontos O’se Ossdo0 extre-
midades de segmentos orientados e de comprimentos constantes
(0,02 = b; 0,0, = ¢). Como 0,0, PP’ é um paralelogramo, o
problema da introdugio das componentes da base estard resolvido
se pudermos ajustar, de forma constante para cada caso, as compo-

nentes (¢ — bx), —by e —bz, do vetor PP/, de tal forma que éle man-
tenha, para qualquer ponto do modelo, sua diregdo no espago (para-
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FIG. 1.8 — Autografo Wild A/7

lela a 0/30,) e seu médulo (igual & distdncia 0’50,), isto é, PP’ deveri
ter as caracteristicas de um vetor livre. Para que isto possa ser reali-
zado na pritica, os aparelhos de primeira ordem dispoem de arti-
culagdes e corredicas, esquematicamente representadas na Fig. 1.4,
capazes de permitir a introdugdo das componentes da base, de tal
forma que P e P’ fiquem em posigdes invaridveis em relagdo ao car-
ro C. A fim de possibilitar a medicdo das alturas as guias G estéo
fixadas a um plano suscetivel de ser movido verticalmente. Resta
agora esclarecer como se realiza a concatenacdo dos modelos sucessi-
vos, em aparelhos munidos apenas de duas cAmaras.

Suponhamos que uma vez terminada a orientagio do par 1-2,
se deseje passar ao par 2-3, sem tocar na orienta¢do da cimara 2.
Para isso existem, nos aparelhos de primeira ordem, sistemas Gticos
como, por exemplo, o de Hugershoff, destinados & transposigdo das
imagens de uma ocular para outra. Com tal dispositivo o fotograma
esquerd o ser4d apresentado ao olho direito e vice-versa. Desta forma,



N

FIG. 1.10



— 19 —

o fotograma 1 poderd ser substituido pelo 3 e, entdo, tudo se passa

como se O; (Fig. 1.10) houvesse sofrido as translagtes indicadas na

figura. Sendo assim, PP’ = 0’;0; serd o vetor definido pelas com-
—»

—_— =
ponentes (¢ + bx), -by ¢ -bz.

Comparando as figuras 1.4 e 1.10, verificamos que os raios lu-
minosos dos pontos conjugados, que emergem dos centros éticos, ou
as hastes que materializam ésses raios, nos aparelhos de restituicdo,
sdo convergentes na primeira figura e divergentes na segunda. Além
disso, o segmento que substitui a base é menor que ¢ na Fig. 1.4 e
maior que ¢ na Fig. 1.10. No primeiro caso temos o que se deno-
mina base inferna ou interior e no segundo base exferna ou exterior.

Resta esclarecer que na Fig. 1.4 indicamos, de acérdo com o
sistema de referéncia, os sentidos positivos das translagdes e rotagdes,
estando af indicados os simbolos que usaremos no correr déste tra-
balho. Aconselhamos ao leitor guardar de memdria a citada simbo-
logia, pois, daqui por deante os movimentos serdo indicados apenas
pelos respectivos simbolos.

1.5 — Orientacdo relativa

De acordo com o que foi exposto no pardgrafo anterior, sé de-
vemos contar com pontos de apdio, na aerotriangula¢do, nos pares
extremos da faixa e, em alguns casos, como mais adeante mostrare-
mos, no par central da faixa. Isto vem mostrar, por conseguinte,
que a precisdo da concatenagdo dos mo-
y delos depende do grau de precisio que
) se possa atingir na orientagdo relativa
dos pares nfo apoiados. Desta conclu-
sdo resultaram diversos estudos desti-
D 2 nados a aperfeigoar a orientagdo relativa
que, para fins de restitui¢do, poderd ser
efetuada pelo método 6tico-mecénico de
von Gruber. Acontece, porém que éste
método prevé a redugdio das paralaxes
transversais por aproximagges sucessivas,

FIG. 1.11 o que pode ser realizado até um certo
limite, além do qual o operador nio mais consegue qualquer redugdo
das paralaxes transversais residuais. A simples operagio dtico-me-
cénica nio é convergente, depois de atingido aquele limite. Essa falta
de convergéncia foi demonstrada matematicamente por W. K. Bach-
mann que conseguiu provar que as paralaxes residuais medidas nos
pontos 3, 4, 5 ¢ 6 (Fig. 1.11) do modelo 6tico depois de orientado
Gtico-mecanicamente sdo tedricamente iguais a trés vezes o érro
médio de uma observagio de paralaxe. Entdo, sé casualmente as
paralaxes transversais serdo reduzidas aos valores realmente satisfa-
térios para a precisdo almejada., Num exemplo pritico dado por

5s 6




— 20 —

Bachmann em seu trabalho ““Theorie des Erreurs de 1’Orientation
Relative”, o autor aplicou 25 vezes, & um mesmo par de fotogramas,
o método 6Stico-mecénico e registrou os 25 valores de cada um dos
pardmetros de orientagdo. Os residuos de alguns dos valores em re-
lagdo & respectiva média sdo considerdveis, atingindo por vezes aos
80c. Vemos, assim, que uma Unica série de aproximagdes pelo mé-
todo 6tico-mecénico fica inteiramente ao sabor dos erros acidentais.
Para contornar éste inconveniente Bachmann aconselha realizar in-
dependentemente 5 orientagdes relativas e introduzir a sua média
no aparelho. Acreditamos que esta serd a maneira mais 1égica de
aplicar o método Gtico-mecénico, pois, os erros que podem ocorrer
numa simples orientagdo, poderdo ser responsdveis por descontinui-
dades na faixa de aerotriangulagio, impossiveis de ser eliminadas
por qualquer método de compensagio.

Outros autores nio sio apologistas da solugio de Bachmann,
preferindo a orientagdo calculada, grifica ou analiticamente. Em
virtude da atual generalizacio désses métodos, pareceu-nos conve-
niente estudar teérica e praticamente alguns dos mais conhecidos e,
como estd sendo introduzida, com grandes possibilidades de éxito, a
aerotriangulagdo com clmaras convergentes, abordamos também a
orientagdo de estereogramas convergentes.



Capiruvro 1II

ESTUDO DAS PARALAXES TRANSVERSAIS

2.1 — Deduciio da férmula geral

Em virtude do recente progresso realizado na aerotriangulagio

com fotogramas convergentes, vamos deduzir a férmula da paralaxe
" transversal para o caso geral de inclinagdes quaisquer € vamos mos-
trar que, seguindo um caminho que nos parece original, é possivel
simplificar consideravelmente a orientagdo calculada para qualquer
tipo de fotogramas.

Tendo em vista que grande parte do atual progresso da aero-
triangulagio com fotogramas convergentes vem sendo incentivada
pela casa Zeiss, desenvolveremos a nossa teoria considerando os eixos
do estereoplanigrafo, onde y é o eixo primério do instrumento. De
fato, a rotacdo ¢ realiza-se sempre em toérno désse eixo, enquanto

a
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que as outras sdo realizadas em témo de eixos j4 inclinados. A Fig.
2.1 esclarece bem o que ficou dito. Nessa figura observamos que o
eixo Gtico tem uma inclinagio u, composta de duas outras: uma o,
no plano xz e outra ® no plano OAB, perpendicular a OC.

Suponhamos agora que seja P a imagem projetada do ponto p
da foto, através da objetiva O. O vetor R define a posi¢do de P s6-

- -

—
bre o plano z = constante. Se x, y e -2 sdo as componentes de R
- = —

segundo os trés eixos e se i, j e k sdo os vetores unitdrios ao
longo dos eixos, R serd expresso por

= o -5 =
R =ix 4+ jy — ks (2.1a)

Se dermos 3 cAmara uma rotagio diferencial du, as duas com-
ponentes nos eixos de rotacdo do aparelho serdo: dg, em térno de
Oy, dw em térno de OC, perpendicular a0 pliim AOB e dx em térno

—_

do eixo 6tico. As componentes de dw, do e dk segundo os trés eixos
serdo facilmente tiradas da Fig. 2.1 e se encontram discriminadas na
tabela que se segue:

Tabela 2.1-I
X y Z
_> .
dk —dk seng cosw | —dk senw | dk cosg cosw
—
de 0] ~do 0
—
dw dw cosg 0] do seng
=
soma=du dao —dg dy

— = =
Sendo do, —df e dy as somas das respectivas colenas, ¢é claro que re-
presentam as componentes da rotagdo geral du segundo os eixos
coordenados. Conseguiremos uma notdvel simplifica¢io nos nossos
desenvolvimentos se operarmos sempre com essas componentes que
permitem, como veremos mais adeante, generalizar a expressio da
paralaxe transversal. Assim procedendo, teremos:

— — —_ — —
du = i de — j dB + k dy (2.1b)
Estando o vetor R soliddrio com a cémara, a rotacio du nela
. —>
impressa deslocard P para P’, sendo o vetor PP/, que exprime ésse
—

—_
deslocamento, igual ao produto vetorial de du por R. Teremos as-
sim:



ou, desenvolvendo,

dR = i(ydy + 2d8) + §(xdy + 2de) + Xk (xdB + yda) (2.10)

Se, agora, imprimirmos & cAmara uma translagdo diferencial dTJ:
cujas componentes segundo os trés eixos coordenados sejam El_);:
E e E;: o ponto P’ sofrerd um novo deslocamento (nfio indicado

na figura), expresso por:
— — - —
db = i dbx + j dby + k dbz (2.1d)

Entdo, a nova posi¢do do ponto serd definida, uma vez que o sistema

—
nio se deslocou com a cimara, por um vetor R’ igual & soma de
(2.1a), (2.1¢) e (2.1d):

R = 1i(&x— ydy + zd8 + dbx)
+?(y + xdy + zde + dby)

+R(z + xdB + yda + dbz) @.1¢)

Resta-nos agora determinar a nova posigdo da projegio de p sébre o
plano z = const. Ela estari, praticamente, na interse¢iio do su-

-.._)
porte de R’ com aquele plano, logo, a nova posicdo de P serd defi-

—_—
nida por um vetor nR/, onde n é um parimetro a determinar. De
acbérdo com (2.1e), teremos:

— —
nR’ = ni(x — ydy + 2zd8 + dbx)
+n j + xdy + zda + dby)
+nk(-z + xd8 + yda + dba) 2.10)

Se o ponto P deve estar sébre o plano z = const., a componente
==

de n R’ segundo o eixo dos z deverd ser igual a essa constante, logo

de (2.1f) tiramos

n-z + xdg + y da + dbz) = -z



logo,

—Z

-z + xd8 + y do + dbz

’ -1
= (1_5 dg — ¥ d“__@)
z z

Z

Desenvolvendo esta expressdo em série e abandonando os termos de
ordem superior i primeira, teremos

n=1—|—id3—]—zda+ldbz
7 z Z

Substituindo esta expressdio em (2.1f), efetuando os produtos e man-
tendo o critério de s6 conservar os termos de primeira ordem, resul-
tard:

— ; 2
nR’ = _i’[x + g da+ (1 + %)d{f.-—y dy + dbx + %dbz]
—% ¥ Xy y
+ J[Y+Z(1 & ?)da—l- - 48+ xdy+dby+ 5 dbz]

¥ s @.1g)

Os deslocamentos diferenciais do ponto P sio representados em (2.1g)
pela soma de todos os termos diferenciais que af vemos; a soma pre-
cedida do coeficiente_i) serd, o deslocamento dx e a precedida de__;
o deslocamento dy que é o que justamente aqui nos interessa:

2
v = a(l + %)da+ X 48 + x dy + dby + %;" dbz 2.1h)
Z

Se fizessemos um novo desenvolvimento considerando a outra
cidmara que projetaria o raio homélogo de P, para a formacgio da
imagem estereoscipica, o novo vetor R teria como com ponente se-
gundo o eixo dos z o vetor (x-bx) ou, como as outras componentes
da base sdo sempre pequenas, simplesmente (\:—b) Entdo, para
obtermos o deslocamento dy’ do ponto P para a cdmara de vante,
bastard substituir em (2.1h) = por (x-b) e identificar com (') os pa-
rdmetros dessa cdmara. Assim procedendo, teremos para dy’:
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2 7
dy' = a1 + Dyde’ + 9‘—?3’ dg + (x-b)dy’ + dby’ + < dbz’
(2.1i)

A diferenga (dy — dy’), fornecida subtraindo (2.1i) de (2.1h) serd a
equagdo geral da paralaxe transversal, num par de fotogramas com
inclinagdes quaisquer. Sucede, porém, que os pardmetros de orien-
tagdo devem ser introduzidos nos aparelhos a fim de eliminar as pa-
ralaxes, logo, 0 que nos interessa realmente é a diferenca (dy’ — dy).
Este valor, que designaremos por p, serd particularizado para a aero-
poligonagdo e para o aeronivelamento e o aerocaminhamento. No
primeiro caso a ciAmara de ré fica imével, sendo todos os movimentos
dados & cAmara de vante. Teremos assim dy=0 e, de acoérdo com
(2.13), resultara:

(x-b)y b}v

21 + 2)d £ dg’ 4+ (x-b)dy’ + dby’ + % dbz’

(2.1j)

No caso do aeronivelamento a componente bz da base é fornecida
pelo estatosedépio e é considerada sem érro, logo, teremos ai dbz=0.
No caso do aerocaminhamento mantem-se hz=0 durante tdda a
operag¢io instrumental e, da mesma forma, teremos aqui dbz=0.
Em vista da invariabilidade de b2 a eliminagdo das paralaxes s6 po-
ders ser efetuada completamente dando & cémara de ré, ji orien-
tada, uma inclinacdo dB; assim, a expressdo (2.1h) reduz-se, neste
caso, a

dy = 2 dp
z

Entdo, a paralaxe transversal, nos casos de aeronivelamento e de
aerocaminhamento, serd4 obtida subtraindo esta expressdo da (2.1i) e
fazendo dbz=0

2 ey
p =3 + Dde + E2 g — T agt (xb)dy + dby’
Z . Z z (2.11()

Examinando as expressées (2.1)) e (2.1k) verificamos que se
observarmos os valores de p em cinco pontos do modélo 6tico, obte-
remos cinco equagdes andlogas que permitirdo obter todos os pari-
metros de orientagdo. Mas, como de, d3 e dy sdo rotagdes primé-
rias, ou sejam, rotagdes efetuadas em térno dos eixos coordenados e
nio em torno dos eixos de rotagdo do aparelho, serd necessério trans-
forma-las em dw, dg e dk. Ksses pardmetros serio as incégnitas do
seguinte sistema, formado com o auxilio da tabela 2.1-I:
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de = —dk seng cosw + dw cosg
dg = dk senw + do (2.1m)
dy = dk cosg cosw + do seng

Ora, como os valores de ¢ ¢ » durante o v6o sdo nulos ou devida-
mente prefixados, o sistema acima poders ser resolvido determinando
a priori os coeficientes numéricos com que podemos exprimir as in-
cégnitas em fungfio dos termos conhecidos, mediante expressses da
forma

dw a-]_dC! + b]_dﬁ —|" CldT

do asde + bod3 + cody

de = a.ad.tx + badﬁ + C:;d'\,"
onde a;, by e ¢; sdio justamente os coeficientes a serem preliminar-
mente determinados.

No caso de fotogramas convergentes teremos sempre w=0 e

I

¢’ = —¢ e o sistema (2.1m) transforma-se em
do’ = — d«’ sen¢’ + do’ cos¢’
dg’ = do’

dy’ = dx’ cos¢’ + do’ seng’

que resolvido fornece:
do’ = do cos¢’ + dy’ seng’
de = dp (2.1n)
dk’ = —do’ sen¢’ + dy’ cos¢’

No caso das cdmaras Zeiss, cuja convergéncia é de 30g, teremos
r

¢ = —15g e, entdo

do” = 0,9724 do’ — 0,2324 dy’
d¢’ = -0,2324 do’ — 0,9724 dy’ (2.10)
d¢f p— da’

As duas primeiras expressoes do grupo acima podem servir ao tragado
de dbacos de pontos alinhados cuja escala ndo precisard ser muito
grande para que possamos obter dw’ e dx’ em fungdo de do/ ¢ dy’
com a precisdo necessiria.

Desejamos chamar atencfio para o fato de que o desenvolvimento
apresentado, que nos parece ser original, abre novos horizontes para
a generalizagio da orientagdo calculada de fotogramas quaisquer,
uma vez que as expressdes (2.1j) e (2.1k) sfo absolutamente anilo-
gas &s que sdo obtidas para fotogramas verticais. De fato, a tabela
2.1-I nos mostra que para ¢ = © = O teremos sempre

de = do
dg = de
dk = dy



=

2,2 — Escolha dos pontos para observacdo das paralaxes

As paralaxes transversais devem ser observadas em pontos es-
colhidos de tal forma que as férmulas (2.1j) e (2.1k) fiquem simpli-
ficadas pela anulagio de alguns termos. Os pontos que melhor sa-
tisfazem a tal requisito sdo os situados nas interse¢des dos planos
verticais x = O e x = b, que passam pelos centros de proje¢do,
com o0s planos y=0, y=a e y=-a (Fig. 2.2), devendo a ser o maior
possivel. A tabela 2.2-1 mostra os coeficientes dos parimetros de
orientagdo para os pontos escolhidos. Examinando a tabela 2.2-I
verificamos que estdo tabulados os coeficientes de d@ e de dbz’. Mas,
pelo que ficou dito anteriormente, os coeficientes de d@ serdo nulos
quando se tratar de aeropoligonaciio e os de dbz’ o serio nos casos
de aeronivelamento e aerocaminhamento.

TABELA 2.2-1

x y | dy'| df dag’ de’ dby’ | dbz’
1 0 0| —b z 1
2 b 0 Z 1
3 0 a| —b —ab/z | z(14-a?/z?) 1 alz
4 b a —ab/z z(14-a?/z?) 1 alz
5 0 —a | —b ablz | z(1+4-a?/z?) 1 —a/z
6 b | —a ab/z z(1+a?/z22) 1 —afz

X=0 X=b A disposi¢do dos pontos mostrada na

y=a Fig. 2.2 é essencial & aplicagdo dos méto-

3 4 dos puramente numéricos de orientacgdo
relativa e também & do denominado se-
» micalculado-simétrico. Nos métodos gri-

1

y=0  ficos a observacdo das paralaxes podera
ser efetuada em pontos escolhidos com
maior liberdade.

12— y:=-a Acreditamos que com a exposi¢io feita

poderemos estudar com seguranca tbdas

Fig. 2.2 as solugdes analiticas da orientagdo relativa

que abordaremos nos préximos capitulos.

Antes, porém de iniciar tal estudo, sfo ainda necessirios alguns
esclarecimentos de ordem pritica.

A fim de que as expressoes deduzidas tenham cariter geral, é
mister frizar que a numeracdo dos pontos escolhidos para a medida
das paralaxes seja feita no modelo projelado e ndo na foto. De fato,
o modelo estereoscépico produzido pela projegdo de negativos apre-
senta-se como se fosse uma imagem real do terreno em escala redu-
zida. Para essa situagfio é que sdo deduzidas as férmulas da orien-
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tagdo relativa caleulada. Ora, os diapositivos de contato ji em si
apresentam uma imagem real do terreno e sua projegio serd uma
imagem especular do mesmo, como se a Fig. 2.2 fosse girada em to6r-
no do eixo 1-2, de 180°. Isso importaria na necessidade de trocar,
nas férmulas deduzidas, os elementos referentes aos pontos 3 e 4
_ pelos relativos aos 5 e 6, respectivamente, e vice-versa, caso oS
pontos houvessem sido numerados tendo em vista suas posigdes na
copia fotografica. Numerando, porém, os pontos de acérdo com as
respectivas posigdes no modelo projetado, as férmulas deduzidas
serdo invariavelmente as mesmas, quer trabalhemos com diapositivos
de contato quer com negativos.

2.3 — Medicdo das paralaxes

Na medigio das paralaxes é imprescindivel atentar para os seus
sinais, pois, do contrario, corre-se o risco de perder todo o trabalho.
Para estabelecer a convengdo necessaria & atribuicdo dos sinais exa-

minemos a Fig. 2.3, onde se acham

y representados os eixos planimétricos
do aparelho, com os respectivos sen-

f'I tidos de crescimento das leituras,

‘I bem, como os pontos I e IT projetados

pelas cdmaras esquerda e direita, res-

pectivamente. Se admitimos que a

] > X figura corresponde a um par de uma

FIG. 2.3 " aerotriangulagiio que progride para a

direita, I-II representa o érro em ¥

devido 4 desorientagfio da cdmara de vante em relagdo & de ré. Con-

sequentemente, II-I serd a corre¢do a ser dada indiretamente 4 ima-

gem II, sendo o vetor II-I a paralaxe transversal a ser medida dire-

tamente, dando & cAmara de vante um movimento em by para anu-

lar a paralaxe; ésse deslocamento, medido na graduagdo prépria,

serd o valor absoluto da paralaxe transversal. Vejamos, entdo como
determinar seu sentido. i

A Fig. 1.4 mostra que sendo by e bz introduzidos na prépria
projegéo, seus sentidos de crescimento s3o opostos aos que teriam se
os introduzissemos na cAmara. I claro, porém, que a graduagdo para
a medida désses elementos poderi estar materialmente invertida e,
assim, tudo se passa como se medissemos o deslocamento da cdmara.
Em vista disso convencionaremos que essas inversdes ji se acham
corrigidas no préprio aparelho e nos casos em que isso, porventura,
nio acontega, chamaremos atengio para o fato.
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Se a posicio da cAmara de vante, que corresponde & situagéo
representada na Fig. 2.3, é tal que a componente transversal da base
corresponde a uma leitura by;, o deslocamento transversal necessi-
rio a levar II a coincidir com I acarretard uma nova leitura by e,
de acoérdo com as convengdes estabelecidas, a paralaxe serd dada por

p = by: — by (2.4)

Nos métodos de orientagiio de Poivilliers onde as paralaxes trans-
versais sdo anuladas nos pontos escolhidos fora da base por meio de
deslocamento verticais das cAmaras ou dos centros P ou P’ (Figs.
1.4 e 1.10) dos cardans da base, serd também imprescindivel atentar
para os sinais désses deslocamentos.



Carpfruvro III
ORIENTACAO RELATIVA NUMERICA

3.1 — Método de Jerie, modificado

Dos métodos numéricos que conhecemos o de Jerie é o mais
completo, pois, leva em conta, sem introduzir complicag¢des instrans-
poniveis, os desniveis entre os pontos 1 a 6 (Fig. 2.2). Iniciaremos
nosso estudo por ésse método, no qual introduziremos uma modifi-
cagio de que resulta maior simplicidade e dispensa a utilizacio de
um grifico existente no original.

Examinando a tabela 2.2-I verificamos que se levarmos em conta
as diferengas de nivel entre os pontos 1 a 6 (Fig. 2.2), teremos que
considerar os valores individuais de 2. Assim sendo, as relagdes y/z
para os pontos 3 a 6 serdo diferentes mas poderdo ser substituidas
pela respectiva média, ou seja

[v/zl/4 = k

Entéo, a relagio a/z que figura na Tabela 2.2-1 serd substituida por
It e podemos fazer ainda

1+ k=K (3.1a)

Operando essas substituigdes na tabela supracitada, poderemos dela
tirar

Ps + ps + ps + ps = (2K 4+ 2K + z:K + zK)de!
— 2b dy + 4dby’
2(p1 + p2) = (22, 4+ 2z5)de’ — 2b dy’ + 4dby’
donde

- p: + P4+ ps + ps — 2p1 — 2p2
33K+Z¢K+ 25K+ ZsK—QrZ]—'?-Zz

de

(3.1b)

Da mesma tabela tiramos ainda para a aeropoligonacio (dg = 0):
pP: + ps + ps = (22 + 2K + 2,K)da' + 3dby’
Ps — Ps = (Z.;K — st)dCE’ + 2kdbz’

P1+ ps + ps —p2— ps — ps = [(B1 + z:K + z:K)—
— (22 + 72K + zK)ldae — 3bdy’

Ps — Ps— Ps + ps = (2K — 2K — z,K + zK)do’ — 2kb dp’
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donde obtemos facilmente
dby’ = [(p: — z.do) + (ps — 24Kdo') + (ps — z:Kda)]/3 (3.1¢)

dbz’ = [(ps — zKda) — (ps — zsKdo)]2k (3.1d)
dy! = —[(p1 — zde) + (p2 — 2Kde') + (ps — 2z:Kdo)
—(p2 — zde’) — (pys — 2z Kdo) — (ps — zcKdo')]/3b (3.1e)
dg’ = —|(ps — zKde) — (ps — z:Kd)
—(ps — zKdo!) + (ps — zKdo!))/2kb (3.11)

E claro que uma vez observadas as paralaxes nos pontos 1 a 6 fica-
mos conhecendo todos os elementos a introduzir em (3.1b) para o
cilculo de de’ e, como mostram as expressdes (3.1¢) a (3.1f), as de-
mais corregdes poderdo ser também determinadas depois de conhe-
cido do/. Se fizermos, para maior facilidade

p1 — mda’ = py
p: — zeda’ = p'a (3.1g)
pi — z;de’ = p’i

as expressoes (3.1¢) a (3.1f), que resolvem o problema da aeropoli-
gonagdo, transformam-se em

dby = (s + p's + P'OS3 (3.1h)
o = Gl — bk 3.1
dy! = —@p1+ ps+ ps—p:—p+—peBb  (31)
dg’ = —(@'s — p’s — p’s + p's)[2kb (3.1k)

Nos casos de aeronivelamento e aerocaminhamento teremos dbz’=0
e as inclinagdes longitudinais das cimaras serdo tiradas da tabela
2.2-1 da mesma forma que obtivemos as expressdes (3.1h) a (3.1k).
Sdo elas expressas por

T — (3.1m)
dg = — (p« — po)/2kb (3.1n)

E oportuno recordar que as paralaxes transversais sdo obtidas
subtraindo o valor de by lido no aparelho no ponto 1 dos valores de
by lidos nos demais pontos. Mas, examinando as expressdes que
fornecem do/, d@’ e dy’ verificamos que contém ndmero par de va-
lores de p, sendo a metade deles positiva e metade negativa; logo,
ndo haverd qualquer modificagdo dos resultados se nessas férmulas
substituirmos diretamente p por by. Quanto as corregdes dby e dbz,
as férmulas que as fornecem mostram que se operarmos as mesmas
substitui¢des, em lugar de obtermos dby e dbz teremos diretamente
as leituras by e bz a serem introduzidas no aparelho.

Em seu trabalho intitulado “Beitrag zu numerischen Orienti-
rungs verfahren fAr gebirgiges Gelinde”, publicado na revista “Pho-
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EXEMPLO PRATICO
a = 150,0 mm [a/z]/4 = k = 0,375 12k = 1,31
b =120 K =1+ kz = 1,141 o/2bk = 70,73
z = 400 2k = 0,75 pldak =
3b = 360,0 2bk = 90,0 g/3b = 17,7
o = (6366 4ok = (terreno plano)
2 3 ] oA | 6
p = by z z' | z'de’ | p'=p-z'de’
119935| 32| 36| 31 (99,33 | 409 | = 409 | -1,24 0,57
319938 41 | 37 | 38 | 99,38 | 421 | zK | 482 | =146 0,83
519890 | 91 | 93 | 92 | 98,91 | 405 | z;K | 464 | —1,40 0,31
29911 07 | 11 | 08 | 99,09 | 382 | 22 382 | -1,15 0,24
419806 93 | 92 | 91 | 98,93 | 404 | zK | 463 | -1,40 0,32
6 |08,80 | 85 | 83 | 90 | 98,87 | 368 | zI | 421 | -1,27 0,14
2pr — ps — ps = 0,37 22's —z'ys — z's = —128,0 | Terreno
2p: — ps — ps = 0,38 Vs —1z'y — 2y = —120,0 plano
soma = u = 0,75 soma = v = —2480 | v = —4ak
de’ (rad.) = u/v = —0,00302
f(p) corT.
—da’ = —(wv)p 19,3
by’ = (p’2 + p's + pe)/3 0,70 0,23
—bz" = (ps — p's)/2k (aeropoligonagio) —0,18 | —0,24
—dy’ = (p"1 + p’s + p’s—p2—p's — p)p/3b 1,01 17,9
—d@’ = (p's—p’s—p's + p's)e/2bk (aeropolig.) 0,34 24,1
—d@® = (ps — ps)p/2bk (aeronivelamento e
—d@ = (p+ — ps)p/2bk  aerocaminhamento)
w' bz’ K \ o o
Par. inic. 98,874 0,195 1,503 99,937
Corregdes 193 —0,24 179 241
Par. finais | 99,067 | 99,055 | 1,682 \ 100,178

Para terreno plano é mais préatico introduzir by dtico-mecanicamente,
apds ajustados os demais pardmetros. As corregoes sfio calculadas nesse
caso fazendo p=p’, sendo dispensiveis as colunas 3 a 6.
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togrammetria’’, Jerie apresenta um exemplo pritico do método de
orientagdo exposto, operado num par de fotogramas verticais proje-
tados num autégrafo Wild A7. Servir-nos-emos aqui désse mesmo
exemplo que nos permitiu obter exatamente os mesmos resultados,
apezar da considerivel simplificagio que introduzimos na férmula
para o caleulo de do/. Sendo os fotogramas verticais e considerando
o sentido de crescimento dos parimetros no autégrafo Wild A7, te-
remos no presente caso

de = — do
dg = — do
dy = — dk
dbz = — dbz

Acreditamos que o exemplo apresentado seguindo, com pequenas al-
teragdes o modélo preconizado por Jerie, dispensa maiores esclareci-
mentos. Quanto is referéncias & hipétese relativa a terreno plano, o
préximo pardgrafo tratard dos detalhes.

3.2 — Orientac¢do numérica para terreno plano

Se considerarmos que as diferengas de nivel entre os pontos
1 a 6 podem ser desprezadas em face da altura de vdo, é vidvel in-
troduzir consideriveis simplificagdes nas férmulas deduzidas no pa-
ragrafo precedente. Nesse caso teremos z = constante e a expres-
sdo (3.1a) transforma-se em

da’ = (ps + ps + ps + ps — 2p1 — 2py)/dak (3.22)
e as expressoes (3.1c) a (3.1f) transformam-se em:

dby’ = [p: + ps + ps — z(1 + 2K)d)/3 (3.2b)

dbz" = (ps — pe)/2k (3.2¢)

dy = —(: + ps + ps — p2 — ps — py)/3b (3.2d)

dg’ = —(ps — ps — ps« + pe)/2kb (3.2e)

que resolvem o caso da aeropoligonagdo e, para o aeronivelamento e
o aerocaminhamento substituiremos dbz’ e d@’ por

d@ = —(ps — pe)/2kb (3.2f)
dg’ = —(ps — ps)/2kb (3.2g)

E claro que as corregdes angulares acima expressas em radianos de-
verio, tal como mostra o exemplo ji resolvido no pardgrafo prece-
dente, ser multiplicadas por 6366¢ que é o niimero de minutos cente-
simais que contém o radiano. )

Aplicando as férmulas acima ao exemplo antes resolvido, en-
contramos

—de’ = do’ = 212
dby’ = 0,18
dbz” = —0,08
—dy = d’ = 129
—dg’ =d¢ = 2940
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éstes resultados nio sio nada confortantes, pois a corregio dbz’, ex-
tremamente importante nas aeropoligonacdes, apresenta uma dis-
crepincia de 0,16 mm, que nos parece exagerada pois essa discre-
pancia serd responsidvel por um érro na inclinagdo longitudinal do
par. Por outro lado, se tomarmos como referéncia da altimetria o
ponto mais baixo (z=421), teremos um desnivel méximo de 53 mm
entre os pontos 3 e 6, 0o que representa, em porcentagem (53/421),
12,7% da altura de véo. Nio nos parece que tal desnivel seja muito
exagerado, pois representa num véo executado a 5.000 m de altura,
um desnfvel igual a 655 m. No final do capitulo voltaremos a éste
assunto.

3.3 — Orientacfo relativa de fotogramas convergentes

A orientagdo de fotogramas convergentes processa-se rigorosa-
mente como a dos verticais, sendo determinados preliminarmente
do/, d@’ e dy’ que, sendo as rotagdes primérias, necessitam ser trans-
formadas nas reais. Para o estereoplanigrafo (eixo primdrio Oy)
temos dbz negativo e d§ = —d¢ e a passagem de do’ e dvy’ para
do’ e d«’ faz-se utilizando o 4baco da Fig. 3.1 construido com as
duas primeiras expresstes de (2.10).

Daremos a seguir um exemplo pritico tirado da agenda Zeiss
considerando o terreno plano:

EXEMPLO PRATICO

a = 160 mm lalz]l4 = k = 0,41 12k = 1,22

b = 220 K=1+k = o/2bk = 353

z = 380 2k = 0,82 pfdak = 242

3b = 660 2bk = 180,0 ¢/3b = 0.6

¢ = 6366 4ak = 262,5

by ]

1 (30,00 da' = (ps+petps+ps-2pi—2ps)p/dak 0,26 6,3
330,12 dbz’ = (ps—ps)2k - 0,20 | —0,24
5 (30,16 dy’ = —(p1+ps+ps—pe—psps)e/3b —0,09 | —0,86
213007 dB = —(ps—ps—pi-+ps)p/2bk — | —0,16 | —5,6
4 | 29,96
6 | 30,16 Do dbaco: do' = 6,23 dk' = —0,6 do' = —df

by: dtico-mecanico

Convem esclarecer que as férmulas (2.10) que serviram ao pre-
paro do monograma da Fig. 3.1, foram deduzidas considerando Oy
como eixo primédrio do instrumento, que é o caso do estéreoplani-
grafo. Para o autdégrafo Wild A7 e a maioria dos outros instrumentos

de primeira ordem o eixo primdrio é Ox. Das férmulas deduzidas



por Zeller, considerando os sentidos dos movimentos do autégrafo,
tiramos as expressdes que se seguem, e que constituem o sistema a
resolver nesse caso:

do/ = —dw —dk seng

dp’ = —dg cosw -+ dk cosg senw
dy" = d¢ senw 4+ dk cosg cosw
3.4 — Simplificacdo da técnica para fotogramas verticais

e terreno plano

Tendo em vista que a grande maioria das aerotriangulacdes é
realizada com fotogramas verticais, é interessante mostrar como é
possivel simplificar a técnica da orientagdo numérica, desde que o
terreno possa ser considerado plano.

Reduzidas as paralaxes transversais pelo método dtico meecinico,
é sempre possivel anuld-las na base e nos pontos caracteristicos de
uma das metades do modelo dtico, sem recorrer a qualquer tentativa.
De fato, supondo uma aeropoligonagéo que progride da esquerda para
a direita, podemos anular as paralaxes restantes em 2 e 1 com by
e «’, respectivamente, em 4 com bz’ e em 3 com ¢’. Uma ves que
a0 anularmos essas paralaxes elas ji sdo pequenas, as operagdes nio
terdo reflexos mituos, isto é, as paralaxes serdo anuladas nos pontos
1, 2, 3 e 4, simultineamente. Restario, assim as paralaxes em 5 e
6 e as expressdes (3.2a) a (3.2e) reduzem-se a

de’ = (ps + pefldak (3.4a)
dby’ = ps — z(1 + 2K)do’ (3.4b)
dbz’ = —pe/2k (3.4c)
d¢’ = —(ps — pe)/3b (3.4d)
dy’ = (ps ~— po)/2kb (3.4e)

Tratando-se de aeronivelamento ou aerocaminhamento, a orientacio
sera feita sem tocar em bz e as férmulas finais serdo as mesmas para
de’, dby’ e dx’ enquanto que as de dbz’ e d¢’ serdo substituidas por

de = pe/2kb (3.4f)
d¢’ = ps/2kb (3.4¢g)

Na pritica introduzem-se no aparelho os parimetros angulares cal-
culados e, em seguida, os lineares (dby e dbz) ético-mecanicamente.
Como vemos, a simplificagdo é realmente notdvel, pois basta medir
duas Unicas paralaxes para obter as corregdes de todos os pardmetros
de orientacdo.

3.5 — Precisdo da orientacio numérica

Vamos abordar o estudo da precisio da orientagio numérica
tratando do caso geral, estudado em 3.1. Examinando a tabela 2.2-I
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verificamos que existem dois caminhos para determinar do’. De fato,
em fungdo das paralaxes medidas em 1, 3 e 5, fazendo, como antes,

1+ a%z? = K
tiramos da tabela 2.2-I
2p1 — ps — ps = (251 — Kzz — Kz;) doy
e, da mesma forma, teremos
2p: — ps — ps = (220 — Kzy — Kzg) do'y
ou, fazendo
2z — Kz — Kz; = A

27, — KZ.; — KZG =B (3.53)
2[}1 — P:s — Ps = A d(’!’l (35][))
2})2 — Pi — P& = B dd's (35!?)

Caso nfo existissem os erros acidentais, os valores de d&’ tirados das
duas expressdes precedentes seriam iguais. Isto, porém, nfo acon-
tece na pritica e, assim, poderemos deduzir de (3.5b) e (3.5¢)

(2p1 — ps — ps)/A — (2p2 — ps — po)/B = Add

Consequentemente, introduzindo as corre¢des calculadas dos parime-
tros, restarfo paralaxes residuais que, de acOrdo com a expressio
precedente, serio expressas por

(ZP”I o2 p”ﬂ s p”ﬁ)/A s (2pﬂ2 - I.)»".l"1 R P”QJIB ey _-A da!
(3.5d)

O céleulo dessas paralaxes residuais serd, pois, um problema de ob-
servagdes condicionadas, sendo (3.5d) sua equagdo de condigdo. De-
signando por C o fator correlativo, teremos de (3.5d) as seguintes
equagdes correlativas:

p"1 = (2/A)C p”’: = —(2/B)C
p’s = (-1/A)C p’s = (1/B)C (3.5¢)
p”s = (-1/A)C p”’s = (1/B)C
e a equacdo normal
(6/A* + 6/BYC = — Ado
donde
A da’ A’B?
C=— 6 At B! (3.51)

O érro médio de uma paralaxe observada ser4 dado por V[p"p”|r,
onde 7 é o nimero de equagdes de condi¢do, no caso, igual a 1. Con-
sequentemente, de (3.5e¢) tiramos

[p"p"] = (6/A* 4 6/B*)C?
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ou, de acérdo com (3.5f),

o A dof A?B? (3.5¢)
p"p"l = 5 AT I B
entdo,
A dd AB

NI — IR
Mo = VPP" = L 5 VA? + B!

(3.5h)

A segunda fracdo do segundo membro pode ser calculada grafica-
mente com extrema facilidade. De fato ela é a altura de um tridngulo
retingulo em que os catetos s@o A e B. No exemplo pritico do
pardgrafo 3.1 as duas parcelas que formam u sfo os primeiros mem-
bros de (3.5b) e (3.5¢) e as que formam » sdo A e B, entdo,

do’y = —0,37/128 = —0,00289
do/s = —0,38/120 = —0,00317

Il

e
Ado’ = 0,00028

enquanto que a fragiio constituida pelos elementos A e B serd obtida
do grifico da Fig.
3.2, estando ai de-
signada por Q; a
escala empregada é
de 1:2. Introduzindo
ésses elementos em
(8.5h) encontramos

m = + 0,0l mm
0 que representa, sem
divida, um belo re-
sultado.

Se o terreno puder
ser considerado pla-
no, teremos z=cons-
tante e, como mos-
tram as expressoes
(3.52), A=B. Como
consequéncia imedia-
ta, (3.5f) transforma-
FIG. 3.2 -se em

B= |20

A= 128

e do grupo (3.5e¢) concluimos:
" AAde
P’ = —p's = — 655
(3.50)
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AAdo
p”s = pns T _p:14 = _'pna — '—p”1/2 — 12G€

por outro lado, das expressdes (3.5b) e (3.5¢), para z=const., tiramos

Ade’ = (2p1 — ps — Ps — 2p2 + ps + pe)/A
e, entdo,

p”1 = —(2p1 — 2p2» — p; + ps — ps + pe)/o (3.5))

logo, se mo é o érro médio de uma observagio de paralaxe, podere-
mos aplicar a (3.5]) a lei de propagacdo de erros e escrever, de acor-
do com (3.51)
myy, = m;.‘uz = i mm["\/g
(3.5k)

1
Mpr, = Myr, = My, = Myr, =gy, = + my2V3

5

Estudando a precisio do método 6tico-mecinico aplicado 2 terreno
plano, Bachmann concluiu que os erros médios das paralaxes resi-
duais sdo expressos por

1 i
myr, = My, = Mpr, = Mpv, = ‘\Té_n]pnl = mu'\/g

Comparando estas expressdes com (3.5k) verificamos imediatamente
que o método numérico é 4/3 vezes mais preciso que o 6ético-meci-
nico nos pontos 1 e 2 e 6 vezes nos demais pontos. Tirada esta
importante conclusdo, estudemos a precisao com que sio determina-
das as corregdes dos pardmetros, considerando um terreno qualquer.

Fagamos em (3.1b) e (3.1f), respectivamente,

ZgK + 24K + ZsK + ZEI{ T 221 == 222 = D
—(z: + z,K + z:K) =B
—(2sK — z6K) =F (3.51)
—(z1 — 22 + 72K — 2K + 2K — zK) = G
—(zK — z2,K + z;:K — z;K) =H
e, assim,
de/. = (ps + ps + pPs + ps — 2p1 — 2p2)/D (3.5m)
dby’ = —(p: + ps« + ps + Edo)/3
dbz" = —(p; + p; + ps + Fdo)/2k
dy" = —(1 + ps + ps — p: — ps — ps + Gda')/3b

dg’ = —(ps — ps + Hdo)2kb
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ou, substituindo (3.5m) nas expressoes que se lhe seguem,

dby’ = [- 2L bt 2F‘)m+ 5P+ D)m + 5 ps

+(1—I—%)ps]f3

dbs’ = [— B — Zpe + £os + (D)o + s
~ I = %)ps]fzk

dy' = —[(i & %})pl = fld: 2—G)D« ¥ (1+~)ps el ~—)I>4
+ (+ps — (1- %‘)pﬁ]fsb

g’ = —[ Db — Dpz + (1+~%)ps+ %p: = {1 = %)pa

H
+ 5P s]f2kb

Sendo mg o érro médio de uma observagio de p, se aplicarmos a
(3.5m) e as expressdes precedentes a lei de propagacio de erros, te-
remos

12 2

my = D: Mo (3.5n)
E? 2

miy = <@+ 125ym (3.50)
F2 2

mp, = 4]&3(2 35 12 =)m (3.5p)
2 G 2

my = (6 + 125 0m, (3.50)

2

. 1 H* i
mg’ T ;ﬂ‘;zb—g(2 - 125-5)mo (3.{)1’)
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Estas expressdes mostram que a precisio das corregdes depende, em
parte, da conformagdo do terreno, pois D, E, F, etc., sdo fungoes
de z;, 2, z; etc. Se for possivel considerar o terreno plano, tere-
mos de {3.5]), F=G=H=0 e ainda

D = 4z(K— 1)

E = z(1 + 2K)
ou, de acordo com (3.1a) e considerando ainda que k=a/z

D = 4a%z

E = a*3z%a® 4+ 2)/z

entdo,
332 2
my = ‘4; mg (3.58)
9z% 4+ 12z%% + 8a¢ 2
m?\y’ = 1224 My (351:')
o= 2 me .50
mi, = P mg Ol
2 2
m;, — @ mﬂ (3.5‘-')
ﬂ zZ 2
mg = Soaps Mo ’ (3.5w)

Estas sdo as expressdes com que podemos calcular os erros médios
das corregdes dos pardmetros, considerando o terreno plano e sendo
mg o érro médio de uma observagdo de paralaxe transversal, medida
no plano do modelo. Para o estudo da aplicagdo do método dos mi-
nimos quadrados & compensacdo das aerotriangulagdes sdo estas as
expressdes usadas, pois, a consideragdo do relevo do terreno acarre-
taria consideriveis dificuldades ao desenvolvimento tedrico. O pro-
fundo estudo de Roelofs é baseado no emprego dessas expressoes.

3.6 — Nota sébre o método 6tico-mecinico

Conforme vimos no parigrafo 3.2 as simplificacoes introduzidas
no método Jerie, no caso de ser considerado o terreno plano, mostram
que a precisdo sofre inevitivelmente. Se refletirmos que no método
6tico-mecénico o efeito do relevo seri fatalmente sentido pelo ope-
rador, que ndo interromperi suas aproximagdes enquanto ndo se
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satisfazer com a redugdo das paralaxes, concluimos que mais vale
esta téenica do que considerar, a priori, o terreno plano. Mas, como
pudemos demonstrar, a orientagdo calculada conduz a valores mais
exatos que o método Gtico-mecAnico; entdo, se desejamos resultados
de alta precisdo, como no caso da aerotriangulagdo, a solugio mais
conveniente serd o emprego do método de Jerie sem qualquer sim-
plificagiio, a menos que o terreno se apresente com relevo indiscuti-
velmente modesto. Devemos, porém, reconhecer que o método é
um tanto longo para aplicacio sistemdtica e, assim, acreditamos que
os métodos grificos, que abordaremos a seguir, atendem melhor a
todos os casos.



CariTurno IV
METODO DE POIVILLIERS

4,1 — Fundamento tebrico

O método de orientagdo de Poivilliers vem sendo usado com
sucesso no “Institut Geographique National” da Franga desde 1941.
Em 1952 0 mesmo autor idealizou uma simplifica¢do particularmente
interessante no caso da orientacdo semi-calculada de foftogramas
verticais. A introdugdo do parimetro « é, como sabemos, a mais
ingrata no método de orientagio dtico-mecinico, dada a dificuldade
de aplicar com precisdo a supercorre¢io; ésse inconveniente é total-
mente eliminado no método semicalculado de Poivilliers. A simplifi-
cacdo apresentada pelo autor do método em 1952 é hoje usada cor-
rentemente também no “Institut Géographique Militaire” da Bélgica.

Vejamos agora os fundamentos do método. Considerando em
primeiro lugar a aeropoligonac¢io, escrevemos (2.1j) sob a forma

p =dby" 4 (x-b)dy" + %[dbz’ + (x-b)d&'] 4 z(1 4+ y¥z%)de’ (4.1a)

Fazendo
dby’ + (x-b)dy" = m (4.1b)
dbz" + (x-b)df’ = n (4.1¢)

resultard
p=m -+ %n + #(l + y¥z3)do (4.1d)

Sendo dby’, dbz’, dy’ e d@’ corregdes dos parimetros de orientacéo,
as expressdes (4.1b) e (4.1¢) mostram, respectivamente, que m e n
sdo constantes para qualquer plano x=const. Assim sendo, se ob-
servarmos os valores de p em ftrés pontos quaisquer do referido pla-
no, teremos trés equagdes andlogas a (4.1d) formando um sistema
cuja solugdo fornece do’ e os valores de m e n para o plano. As
expressdes (4.1b) e (4.1¢) mostram ainda que m representa um des-
locamento do projetor segundo o eixo dos ¥ e » um deslocamento
segundo o eixo dos 2z, ou sejam uma translagdo horizontal e outra
vertical, respectivamente.
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Suponhamos agora que m e n tenham sido determinados para
dois planos x=c e x=e. Entdo, de (4.1b) teremos

dby’ + (c-b)dy’ = m,
dby’ + (e-b)dy’ = m,
e, de (4.1¢)
dbz’ + (e-b)dg’ = n,
dbz’ + (e-b)d&’ = n.
Resolvendo ésses dois sistemas, obtemos
dby’ = E m, — b—_? m, (4.1e)
e—c e-¢
b—c b-e
.f | e e
dbz’ = —— e oo De (4.1f)
ro_ mMe =— Mg
dy’ = o (4.1g)
o — e — M,
dg == (4.1h)

Estas sdo as férmulas gerais para o caso da aeropoligonagdo, sendo
m e n determinados para dois planos diferentes quaisquer. Sendo
possivel operar nos planos x=0 e x=b, basta que substituamos nas
férmulas (4.1e) a (4.1h) ¢ por O e e por b. Teremos assim

dby’ = my (4.11)
dbz’ = ny (4.17)
dy" = (my — my)/b (4.1k)
dg’ = (n, — ng)/b (4.1m)

Considerando agora os casos do aeronivelamento e do aeroca-
minhamento, escrevamos (2.1k) com o seguinte aspecto:

p = dby’ + (x-b)dy’ + < [-b)dg’ — x dg] + a1 + y¥a)de’

(4.1n)

Teremos aqui
dby’ + (xb)dy’ = m (4.10)
—x df 4+ (x-b)dg’ = n (4.1p)

Estas expressdes nos mostram que tanto dby’ como dy’ serdo dados
por férmulas andlogas a (4.1e) e (4.1g), respectivamente, que resol-
vem o caso geral, ou a (4.1i) e (4.1k) quando se opera nos planos
x=q e x=Db. Resta-nos, pois, obter as expressdes que fornecem dj
e dg’.
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Sendo x=c e x=e¢ os planos escolhidos, a expressdo (4.1p) per-
mite-nos organizar o seguinte sistema:

. ¢ d@ + (e-b)dd’ = n,
—e d@ + (e-b)dp’ = n.
cuja solugdo fornece
, _ @n, —en,
dg’ = s e (4.1q)
dB — ((‘—b)l'le - (e_b)nc (4}]_)

b(e-c)

ou, sendo possivel operar nos planos x=0 e x=b, (c=0 e e=h) te-
remos

ds’ = —ngb (4.15)
d3 = —my/b (4.11)

Examinando tédas as expressdes que fornecem as correcdes para
o0s parimetros, verificamos que nada tém de complexas, com exce¢do
do sistema de equagdes que fornecem m, n e de’. Se fossemos obri-
gados a resolvé-lo o método de Poivilliers perderia, evidentemente,
todo seu valor pritico. Eis porque o préprio autor procurou resol-
vé-lo graficamente de maneira muito simples e rdpida. A seguir
trataremos dessa solugdo grafica. -

4.2 — Solucio grafica

As expressoes (4.1a) e (4.1n) mostram que seus dois primeiros
termos sdo independentes de y, o mesmo acontecendo ao coeficiente
de y/z. Entdo, num plano qualquer x=const. aqueles termos e ésse
coeficiente serdo também constantes, o mesmo acontecendo a m e n,
conforme pode ser verificado examinando as expressdes (4.1b), (4.1¢),
(4.10) e (4.1p). Segue-se dai que se dermos ao projetor a orientar
uma translagio dby=m serdo eliminadas, no plano x=const. as pa-
ralaxes provenientes dos erros em by e y’. Por outro lado o deslo-
camento vertical do projetor produz uma paralaxe proporcional a
v/z, logo, se dermos ao mesmo projetor uma translagdo vertical
dbz=n, serdo eliminadas, no plano considerado, todas as paralaxes
provenientes dos erros em bz’ e B’ na aeropoligonagio e de § e @
no aeronivelamento e no aerocaminhamento.

A interpretagio geométrica das translagdes m, segundo Oy e n,
segundo Oz, conduzird & solucdo grifica encontrada por Poivilliers.
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FIG. 4.1

Examinando a Fig. 4.1 verificamos que se O’ é o centro de pro-
jecdo da cAmara a orientar, a se¢do do modélo estereosedpico no plano
x=c conterd as paralaxes AA’, BB’ e CC’ a serem eliminadas. I
claro que as projegdes ortogonais dessas paralaxes sdbre o plano x=b
realizar-se-d0 em verdadeira grandeza e A’A’;0/, B'B’,0’ ¢ C'C",0/
serio trés planos que se interceptam em OOQ’, sendo os 4ngulos ¢ e
0 constantes e independentes da posigdo de O’. Assim sendo, a po-
sicio de O, correspondente aos deslocamentos m e n, serd a deter-
minada pela interse¢io a ré onde os 4ngulos que a definem sdo ¢
e 0 e os pontos fixos serio A;, B, e C,, cujas coordenadas y e 2
s80 as mesmas que as de A, B e C. Segue-se dai que, tal como na
solugdo mecénica do problema de Pothenot, por meio do estacié-
grafo, se o centro O’ for colocado na posi¢io correta, bastard um
giro do’ do feixe luminoso em t6rno de O’x para que os pontos A's,
B’ e €'y fiquem em coincidéncia com A; B; e C; e isto importars,
logicamente, no cruzamento dos raios luminosos em A, B e C. Nio
serd dificil compreender agora a solugio grifica que passaremos a
expor.

Para maior clareza reproduzamos os detalhes do plano x=b da
Fig. 4.1 (Fig. 4.2). Suponhamos que para eliminar a paralaxe em
A tenhamos de deslocar a cAmara de O’ para 0’;. Como O’A’; estd
soliddrio com a cémara, a translagio desta ndo alterari sua diregéo
no espago, logo OjA; define exatamente o trago do plano perpen-
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Fig 4.2

dicular a x=b que contém o raio luminoso. Se para eliminar a pa-
ralaxe em C levarmos o centro de projegdo para 0z, a diregio 0'5C,
serd o trago do plano perpendicular a x=b que contém o raio lu-
minoso de C. Ora, sendo O’; a intersegdo de O'1A; com O',C; essa
interse¢do seri a nova posi¢io do projetor onde sdo eliminadas si-
multaneamente as paralaxes em A e C. Entdo os pontos Ay, O's e
C; determinario uma circunferéncia definindo o segmento capaz do
dngulo ¢ + 0. Exatamente da mesma forma, O's; interse¢io de
O’;A; com O’4B; serd a posigio do projetor onde sdo eliminadas si-
multaneamente as paralaxes em A e B. Os pontos A;, 0’5 e By
determinardo a circunferéncia que define o segmento capaz do 4n-
gulo ¢. Se dermos agora uma translacio ao projetor para coloci-lo
na interse¢io O'¢ das duas circunferéncias te-lo-emos situado na po-
sicio que atende aos segmentos capazes dos dngulos ¢ e ¢ 4 0
simultaneamente; logo, uma vez levado o projetor a ésse ponto,
uma simples rota¢io do’ em térno de Ox, permitird anular simulta-
neamente as paralaxes em A, B e C e em todos os demais pontos
do plano escolhido.

Como na pritica as paralaxes sio sempre pequenas, é possivel
substituir os arcos de circunferéncia 0’;0'¢ e 0’30’ pelas tangentes



— 50 —

em O'; e O';, respectivamente; o cruzamento dessas tangentes dar-
-se-4 em O’g, cujo afastamento de O’¢ é desprezivel. Este artificio
possibilita fazer um gréfico dos pontos A, B e C, situando-os pelas
coordenadas y e 2 medidas no aparelho e unindo-os aos pontos 0’y
0’4 e O'y, respectivamente, determinados pelos valores das paralaxes
medidas no aparelho, na mesma escala que y e z e, em seguida,
ampliar a parte superior da figura multiplicando as paralaxes por
um fator aprecidvel (Fig. 4.3). Feito isto, as paralelas a 0';A;, 0’4B,

ra
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FIG. 4.3

e 0’:C; determinardo O’3 e O’s no grifico ampliado e por ésses pontos
serdo tiradas perpendiculares aos didmetros das duas circunferéncias,
obtidos pelo método usual de determinaciio grifica de segmentos ca-
pazes, claramente observado na Fig. 4.2. A intersecio dessas tan-
gentes fornecerd O'q, cujas coordenadas sdo km e kn, sendo k& o coefi-
ciente pelo qual foram multiplicadas as abeissas de 0’;, Oy, ete.

Esclaregamos agora que para maior clareza nas figuras utiliza-
mos na exposi¢do os dngulos ¢ € ¢ + 0, mas chegariamos & mesma
solugdo usando os féngulos ¢ e 6, o que é particularmente conve-
niente quando um dos pontos escolhidos fica situado sdbre a base.
Vejamos entdo qual o caminho a seguir quando isto acontece, abor-
dando desde logo o exemplo pritico resolvido no capitulo anterior
pelo método de Jerie. Nesse exemplo os pontos 1 e 2 estdo sbbre a
base e os planos escolhidos sio x=0 e x=b de modo que as fér-
mulas a empregar para o cdlculo das eorregdes serdo as (4.1i) a (4.1m),
restando a determinacio de de’ da qual trataremos depois de des-
crito o tragado do gréfico.
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Para operagdo no plano x=0 tomaremos como origem dos va-
lores ampliados de by (Fig. 4.4) o ponto sébre Oy correspondente 2
leitura 98,5 e para origem dos ndo ampliados o ponto sébre Oy que
corresponde & leitura by = 99,33, relativa ao ponto 1. Usando,
entdo, uma escala de 1 mm = 0,02 marcamos sébre Oy os valores
de by correspondentes aos pontos 1, 3 e 5. Tomando agora o ponto
de Oy onde foi marcado by; como origem das coordenadas (y, z)
de 1, 3 e 5, situaremos éstes pontos sébre o grifico adotando uma
escala que normalmente deverd ser de 1:2. Quando as paralaxes
sdo aprecidveis, o que ndo acontece no presente caso, deverdo ser
marcados sdbre Oy, a partir de by; e na mesma escala das coorde-
nadas, os valores de bys;—by: e bys—by: que serdo ligados, respecti-
vamente, aos pontos 3 e 5, da mesma forma que by; o serd ao
ponto 1 situado sébre a base. As retas tiradas por 3 e 5 cruzario 01
em pontos que definirdo os 4ngulos ¢ e 6 que aqui, devido & pe-
quenés das paralaxes, tém o vértice comum O. Esses cruzamentos
vao aparecer ampliados e dissociados tirando pelos pontos marcados
com os valores ampliados de by s6bre Oy paralelas a 03 e 05, res-
pectivamente. Tirando agora perpendiculares por 1, 3 e 5, respecti-
vamente a O1, O3 e 05, teremos os pontos 3’ e 5’ definidos por suas
intersegdes e as retas O3’ e 05’ serdo os didmetros das circunferén-
cias correspondentes aos segmentos capazes de ¢ e 6, respectiva-
mente. Tragando, entdo, 0:0’ perpendicular a 03’ e 0,0’ a 05/, o
ponto O, interse¢do das duas perpendiculares, terd as coordenadas
Ing € Iy gque procuramos.

Operando de maneira andloga no plano x=b, obteremos m; e
n, e as férmulas (4.11) a (4.1m) permitirdo calcular os parimetros.
Teremos assim

dy’ = -dx = 6366(0,91-1,24)/120 = —17<,5
de’ = —dy = 6366(0,22-0,69)/120 = -24:9
dby’ = 0,91
dbz’ = —0,22

A leitura by serd caleculada somando algébricamente dby’, o que for-
nece 0,24.

Resta agora mostrar como calcular do/. Da expressio (4.1d)
tiramos

, _p-—m-—ynfz
do = 0 F 308 (4.2a)

que mostra ser o céleculo de d¢’ demasiado enfadonho. Em vista
disso podemos escolher duas alternativas: ou introduzirmos no apa-
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relho todos os outros paridmetros calculados e eliminamos a paralaxe
restante introduzindo d«’ ou, caso existam pontos observiveis ao
longo da base, calculamos do’ fazendo em (4.2a) y=0O, do que re-
sulta:

de’ = (p - m)/z (4.2b)

Se houvermos operado nos planos x=0 e x=b, teremos para os pon-
tos 1 e 2 do modélo

do’ = (p1 = mo)/zr = (p: — mb)/zs

b.! b1

fm ol

~

Fig a4

tomando como referéncia o ponto 1, teremos p1=0 e p:= by:by:
= -0,24, entdo, aplicando a férmula (4.2b) resultara:

do/ = 194
de/ = 193

Resta esclarecer que se as paralaxes forem eliminadas na base
(plano y=0), as posigoes O e O, (Fig. 4.4) podem ser determinadas
diretamente, pois, 00; é o deslocamento Abz necessirio & elimi-
nacdo da paralaxe em 3 e OOz o deslocamento andlogo que elimi-
nard a paralaxe em 5. Dai concluimos imediatamente a possibili-
dade de operar diretamente com Abz em vez de Aby.
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4.3 — Simplifica¢do do gréfico e orienta¢dio semi-calculada

Na construgdo gréafica das Figs. 4.4 e 4.5 o ponto O’ é definido,
conforme foi exposto no pardgrafo precedente, pelo cruzamento de
duas tangentes a duas diferentes circunferéncias que se intersecta-
riam no ponto que representaria a solugdo exata do problema. O
rigor dos resultados nada sofrerd se as citadas tangentes forem subs-
ittuidas por cordas que partam dos pontos de tangéncia. De fato se,

Fig. 46

com 2 base devidamente orientada a paralaxe em C (Fig. 4.6) é nula,
a eliminacio da paralaxe em A serd obtida levando o centro de pro-
jecdo a O; e em B levando-o a O. Se, agora, damos ao projetor
uma inclinagdo Aa a paralaxe serd eliminada simultaneamente em
B e C levando o centro de projegdo para O’;, com uma translagao
expressa por

— > ——
0,0’y = Abz + Aby

Para eliminar a paralaxe em A sem introduzir outra em C, bastard
deslocar o centro de projecdo para O’y pois, devido & proximidade
entre todas as posicdes de O os raios luminosos O';Ce O',C pratica-
mente coincidem. Determinadas as cordas 0,0’y e 0,0’: o cruza-
mento Q'; substituird, sem érro aprecidvel, o ponto Os.
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Antes de apresentarmos um exemplo pratico da construgdo do
grafico, cabe-nos esclarecer que no caso de fotogramas convergentes
e sendo primério o eixo dos y, ndo serd vidvel introduzir de sem que
aparega, como consequéncia, uma rotagio indesejivel dy. Assim
sendo, serd mais pritico empregar a construcio grifica descrita no
pardgrafo precedente.

No exemplo préitico que vamos apresentar o plano escolhido
para a operagio foi o x=Db, o aparelho empregado foi o Fotoesteres-
grafo Nistri 8/2, sendo o estereograma constituido por um par de
diapositivos da cAmara normal 18x18 cm?, f = 210 mm. Escolhidos
os 3 pontos caracteristicos do plano x=b, foram af eliminadas as
paralaxes transversais e obtidas as seguintes leituras:

by bz, bz,
Leituras antes da inclinagio 29,94 23,63 24,53
Leituras apds a inclinagido do = 30 = 31,16 23,00 25,39

Tomando dois eixos coordenados, um para by e outro para bz e usan-
do uma escala de 50:1, tragaremos sem dificuldade a Fig. 4.7

bz
s')/
25+
B
(o)
24
| ~
1
|
[
|
n’ A
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1
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23 M Keooeoem oo : A b
30 31 20 y

= Fig. 4.7
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Com a origem adotada para a construgdo do grifico as coorde-
nadas de O j& séio as leituras a serem introduzidas no instrumento,
para o projetor que estd sendo orientado. De fato, se by, for a lei-
tura instrumental depois de orientada a base, poderemos escrever
(4.11) sob a forma

bye + dby’ = ms; + byo
ou
by’ = Iy
e, da mesma forma,
bz’ = ny,

Se tragassemos um outro grifico para o plano x=0, conservando a
mesma origem, encontrariamos mo e no, sendo ficil verificar que as
expressdes (4.1k) e (4.1m) continuardo vélidas. Para o célculo de
do’ serd necessirio, no entanto, conhecer m para os dois planos, o
que poderé ser tirado diretamente do gréfico, como mostra a Fig. 4.7.

A construgio do grafico para o plano x=b &, porém, suficiente
para permitir a orientagio completa do modélo, evitando téda e
-qualquer tentativa. A essa maneira de proceder denominamos orien-
tagdo semi-calculada. De fato, levado o projetor a orientar & posigio
definitiva pelas leiluras que s@io as coordenadas do ponto O (Fig.
4.7), a paralaxe em todo o plano x=Db poderd ser totalmente elimi-
nada com uma simples rotagio de’ (dw’ para fotogramas verticais)
e as paralaxes residuais no plano x=0 serdo anuladas dtico-mecani-
camente.

A orientagfio semi-calculada aqui descrita é extremamente sim-
ples e altamente eficaz. No modélo orientado com o auxilio do gra-
fico da Fig. 4.7, foram medidos os valores de by nos seis pontos ca-
racteristicos e a maior discrepAncia em relagio & sua média foi de
0,03 mm. Chamamos ainda a atengfio para o fato de que embora
semi-calculada, a orientagdo ndo exige um tnico cdleulo numérico.
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METODO DE KRAMES

5.1 — Bases teéricas

A solugfio grafica de Krames é bastante diferente da de Poivil-
liers na qual o valor de do’ s6 é determinado com simplicidade se
no plano escolhido podemos observar satisfatériamente um ponto
situado nas proximidades da base. De fato, no método de Krames
do’ é o primeiro elemento a ser determinado, dependendo dele o co-
nhecimento das demais corregoes. Apesar dessa diferenga aparen-
temente tdo grande, ndo h4 a menor dificuldade em passar das for-
mulas de Poivilliers s de Krames e cremos mesmo que éste é o ca-
minho mais interessante para chegar & solugdo de IKrames.

Se fizermos em (4.1d)

m = - N do (5.1a)
e
n=-Mdd (5.1b)
poderemos transformar a expressio (4.1d) em
P =[— N - % M + z(1 + y'-’/zg)] de! (5.1¢)
ou, fazendo
2
—\I~%M+z+y—z=‘~s (5.1d)
vird
do/ = — -% (5.1¢)

Sendo p a paralaxe medida num ponto qualquer do plano x=c e
sendo d&’ a corregio do pardmetro o, teremos, evidentemente,

oL g P8 BB 1
de 5, S, S, N (5.1f)
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Entdo, conhecidos os valores de S, M, N e de’ obteremos m e n
das expressoes (5.1a) e (5.1b), respectivamente, sendo as corregoes
para os parimetros que sdo dados em fung¢io de m e m, calculadas
com as mesmas férmulas deduzidas no capitulo precedente.

Vejamos agora como determinar grificamente S, M e N. Para
isso procuremos representar geométricamente a expressio (5.1d)
posta sob a forma

y_N-@E+8

T y-M e
Seja A um ponto qualquer do plano x=¢, cujas coordenadas obser-
vadas no aparelho sejam y e z. Situado o ponto pelas suas coorde-
nadas (Fig. 5.1) tracemos da ori-
gem, interse¢io de Ox com o
= — Y ---wg plano x=e¢, a reta OA e por A
7 x Y tracemos um comprimento igual
E : a S. Pela extremidade de S tra-
) 1
E 4
i
1

cemos uma perpendicular a OA e
sbbre esta figuremos o ponto G,
de coordenadas M e N. Tra-
cando por G a paralela GD a Oy
; e prolongando AC até interceptar
V] St GD em D, teremos formado o
S| ¢ tridngulo GCD semelhante a OAB,
: sendo

) A, . JE———

o N-(z+5) I,
o
o
@
o

H-M -
ou,

2|
—
2
(=

y-M N-(@z+ 9
z v
_N-(z+8)
B y - M

donde

N [

que é a mesma expressio que (5.1g).

Ora, como mostram as expressdes (5.1a) e (5.1b), sendo do/, m
e n constantes num plano qualquer x=c¢, M e N também o serdo,
logo o ponto G satisfard a todos os pontos do modélo 6tico situados
no referido plano, consequentemente, uma vez determinado G, se
tirarmos por G uma perpendicular a OA e prolongarmos BA até
interceptar essa perpendicular em C, o segmento AC serd o valor
de S para o ponto A. O mesmo poderd ser repetido para qualquer
outro ponto do mesmo plano.
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Vejamos agora como determinar G. Escolhamos trés pontos do
plano x=c e coloquemo-los num
grifico mediante suas coordenadas
(v, z). Por A, B e C tracemos os
segmentos AA/, BB’ e CC/, para-
lelos a Oz e proporcionais is para-
laxes transversais medidas nesses
pontos. Tiremos por A, B e C as
perpendiculares a OA, OB e OC,
respectivamente, para formar o
tridngulo PQR e por A/, B’ e C’
tracemos outras perpendiculares
que formardo o tridngulo P'Q'R’
semelhante ao primeiro. Ligando
os vértices homdlogos determina-
remos o centro de semelhanga G.
Tirando por G paralelas aos lados
dos triingulos e prolongando AA’,
BB’ e CC’ determinaremos A", B”
e C” que vao definir segmentos

que, como mostra a figura, aten-
Fig. 5.2 dem & relagdo

BB PP CC'  QQ _ AN

BB” PG CC”" QG  AA”

e, como BB/, CC’ e AA’ sio as paralaxes transversais na escala
escolhida, BB"”, CC” e AA" serdo os valores de S para os pontos
selecionados, na mesma escala em que y e z estdo representadas.
Entdo, substituindo acima éstes equivalentes reduzidos a escala
natural, teremos

sendo o sinal negativo decorrente da prépria férmula (5.1f) que, por
sua vez, decorre da convengdo adotada em (5.1d).

Do exposto verificamos que a descrigio do tragado efetuado é
a prépria rotina para construgdo do grifico, cuja aplicagiio praitica
faremos a seguir, resolvendo o mesmo exemplo utilizado nos dois
capitulos anteriores. Antes, porém, devemos esclarecer que, como
mostram as relagdes (5.1h), sendo as paralaxes multiplicadas por um
fator qualquer, o que importa em alterar sua escala de representa-
¢d0, apenas serd alterado o valor das relagbes, uma vez que os seg-
mentos que representam S nio se alteram e ficam sempre represen-
tados na mesma escala das coordenadas y e z. Nas figs. 5.3 e 5.4 en-
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contramos, respectivamente os tragados para os planos x=0 e x=h.
As figuras estdo bastante reduzidas, pois, normalmente, as parala-

1
N

\
(L \
I\I W

xes deverdo ser representadas com uma escala de 1 mm = 0,01 e as
coordenadas em escala de 1:2.

Esclaregamos agora que as paralaxes levadas aos gréficos foram
obtidas subtraindo do valor médio de by (v. exemplo pritico do pa-
rdgrafo 3.1) os demais valores de by e, para maior facilidade da cons-
trugdo grifica, dirigindo para cima os segmentos correspondentes as
paralaxes negativas, convencdo inteiramente indiferente aos resulta-
dos, desde que se use a mesma para atribuir os sinais a 8. Os cinco
valores de p e S introduzidos em (5.1f) deveriam fornecer o mesmo
valor de d¢/, o que ndo acontece devido aos erros acidentais; assim,
obteremos 5 valores diferentes de do’ cuja média fornece

do/ = - 0,00303 rad. = -19+,3
Tiramos ainda dos grificos
M, = 222 Ny = 409
M, = 72 Ny = 300
e, de acérdo com (5.1a) e (5.1b) obtemos
n, = 0,674 my = 1,240
n, = 0,218 my, = 0,910
Aplicando agora as férmulas (4.1i) a (4.1m), teremos
dby’ = 0,91 dy’ = -17¢5
dbz’ = 0,22 b3’ = —24-3

onde os valores angulares foram expressos em minutos centesimais,
como resultado do produto por 6366-.
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Comparando os valores aqui encontrados com os fornecidos pe-
lo método numérico de Jerie (3.1), verificamos uma excelente con-
cordincia. Cabe-nos porém esclarecer que l4 levamos antecipada-
mente em conta os sinais dos pardmetros no autdégrafo Wild A7, ao
passo que aqui serd necessdrio recordar que

dbz’ = — dbz’
de/ = - do’
dgr =T d$’
dy = — d«’

Além disso no método de Jerie é possivel determinar diretamente o
valor de by’, o que aqui ndo acontece, tornando-se necessirio, para
obter a leitura by somar ao valor de by; a corre¢io encontrada, o
que nos fornece 0,24, que foi o valor 14 determinado.

5.2 — Confronto com o método de Poivilliers

Comparando os resultados aqui encontrados com os obtidos no
capitulo anterior, verificamos que, praticamente, os dois métodos se
equivalem no que diz respeito & precisdo. HA porém uma diferenca
sensivel na dificuldade com que se apresentam as construgdes gri-
ficas. No método de Poivilliers, particularmente na sua variante em
que os arcos dos segmentos capazes sfio substituidos pelas cordas, a
simplicidade da construgdo grifica é, sem divida, maior que no mé-
todo de Krames. Este invoca, porém, em seu favor a auséncia de
aproximacdes e a aboli¢do, no tragado, de tddas as quantidades pe-
quenas. No entanto, a prépria comparagio dos resultados aqui ob-
tidos mostra que as aproximagdes feitas por Poivilliers sfo perfeita-
mente licitas e, assim, a proépria lei do menor esf6ér¢o nos encaminha
para o método de Poivilliers.

E necessario ndo perder de vista que consideramos os métodos
de orientagiio calculada como um refinamento, destinado a melhorar
os trabalhos de aerotriangulagdo, o que nos leva a recorrer ao seu uso
depois que as paralaxes transversais j4 se acham convenientemente
reduzidas por uma aproximagio Otico-mecéinica e, nesse caso, o mé-
todo de Poivilliers é perfeitamente satisfatério.

Resta esclarecer que o método de Krames atende a tédas as mo-
dalidades de aplicagio do método de Poivilliers, sem qualquer exce¢do.



Capitruvrno VI

TECNICA INSTRUMENTAL
6.1 — Operagdes preliminares

A fim de evitar que sejam excedidos, no aparelho, os limites
da componente by, torna-se necessdrio determinar o azimute aproxi-
mado da faixa ou, o que é mais simples, a componente by do primeiro
par, levando em conta os limites extremos da graduagfio correspon-
dente a essa componente. Para isso o mais pritico é fazer uma mon-
tagem prévia da faixa, usando as cdpias e fixando-as com fita go-
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Fig. 61

mada. Feito isto os centros dessas fotos formario uma poligonal
(Fig. 6.1). Colocando sbébre as fotos uma folha de papel vegetal tra-
¢amos uma reta ligando os centros extremos e duas paralelas a essa
reta, passando pelos centros mais afastados. A paralela equidistante
destas duas tltimas retas definird o eixo da faixa, correspondente ao
valor médio da graduagdo de by. A distdncia de cada um dos cen-
tros a essa reta, multiplicada pela relagdo entre as escalas da foto-
grafia e do modélo dtico, serd igual ao valor aproximado do que se
deveri somar algébricamente 3 leitura média de by. Este cdlculo
bastarid ser feito para o primeiro par.

Outra operacdo prévia que se tem mostrado eficaz no que diz
respeito ao aumento de rendimento durante a passagem da faixa no
aparelho é a selecio dos pontos a serem usados durante a operagéo
instrumental. O critério para essa selegio pode ser compreendido
com facilidade examinando a Fig. 6.2, que mostra claramente a dis-
posigdo désses pontos.

Finalmente, no caso do aeronivelamento seri necessdrio obter
preliminarmente todos os valores de bz fornecidos pelo estatoscépio
registrador (Fig. 6.3) e realizar uma compensagdo prévia daqueles
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valores utilizando, como mostraremos mais adeante, o apbic terres-
tre situado nos pares extremos.

FIG. 6.2

Como ndo é comum encontrar nos tratados os fundamentos teé-
ricos em que se baseia o instrumento idealizado por Vaisild, julgamos
conveniente apresentd-los, para que se torne mais clara a utilizagio
de seus dados.’

IRGE

FIG. 6.3

Conforme mostra a Fig. 6.3, que representa o aparelho esquema-
ticamente, consta éste de uma garrafa térmice ligada a um dos ex-
tremos de um tubo em U por intermédio de uma véalvula de trés po-
sigoes. Na primeira delas ficam em comunicagio com a atmosfera o
ar do interior da garrafa e ambos os extremos do tubo em U, no in-
terior do qual existe alcool amilico, ficando a0 mesmo nivel as extre-
midades désse conteudo liquido. Nessa posicdo deverd ser conser-
vada a vélvula até o avido atingir a altura em que se realizard a fo-
tografia. Nesse instante a vilvula deverd ser colocada na posigiio 2,
que pde em comunicacdo com a garrafa uma das extremidades do
tubo em U e elimina a comunicagio da garrafa com a atmosfera.
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Obviamente se o avido mantiver a altura as duas extremidades das
colunas liquidas manter-se-do & mesma altura, uma vez que a pres-
sio no interior da garrafa ndo sofre alteracdo. Se o avido sobe, a
pressdo externa reduz-se e a pressdo interna, superior, fard com que
a coluna esquerda do alcool amilico suba de 1/2 e a da direita desga
de r/2, para que se restaure o equilibrio das pressdes. Como o ar no
interior da garrafa térmica é mantido a 0°C mediante uma mistura
de 4gua e gelo, a expansdo que se processa para o restabelecimento
do equilibrio opera-se segundo a lei de Mariotte, logo, teremos para
o ar do reservatoério
pv = const.
entdo, para variagoes diferenciais,

pdv + vdp = O
donde

dp = -2 av (6.1a)

Ora, se /2 é o deslocamento da coluna direita e s a drea do tubo ca-
pilar, o aumento de volume do ar no reservatério serd sr/2 = dv,
consequentemente (6.1a) transforma-se em

dp = -rps/2v (6.1b)

A esta diferenca de pressdo no reservatério corresponderd uma dife-
renca de pressio atmosférica dp’ que difere da primeira do peso da
coluna liquida r. Entdo, designando por ¢ o péso especifico do aledol
amilico teremos para péso da coluna liquida csr, o que nos permite
estabelecer a seguinte identidade:

dp = dp’ + ers
ou, como 0 que nos interessa é a variagio da pressio atmosférica,

dp’ = dp - ers
ou, de acérdo com (6.1b)

dp’ = -1(ps/2v + cs)
donde

Il

dp’/[p = -x(s/2v + cs/p)

ou
dp’lp = -1(s/2ev + s/p)e (6.1c)

Tendo em vista que o valor exato de ¢ é dado pela aferi¢do do ins-
trumento e considerando que ésse valor pouco se afasta da média,
que é 0,80, ndo haverd prejuizo da precisdo se na expressio prece-
dente substituirmos por ésse valor o péso especifico que figura no
denominador da primeira parcela entre paréntesis. Por outro lado, a
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homogeneidade da férmula exige que p pertenga ao mesmo sistema
de unidades que r, s e v, logo, se a pressio p for medida em mm da
coluna de merctrio, teremos -

B 4
p = 13,6 10 gr/em?

e a expressdo (6.1¢) transformar-se-i em
dp’/p = —1(s/1,6v + s/1,36B)c (6.1d)

onde s e ¢ sdo constantes instrumentais. Se o valor de r for dado em
mm, teremos finalmente

dp’/p = -(s/0,016v + s/0,0136B)c (6.1¢)

Ora, a {érmula simplificada do nivelamento barométrico, para
pequenas diferencas de nivel é, como sabemos,

ho-h; = -8019(1 + 0,0037t) %’

logo, substituindo dp’/p pela expressio (6.1e) e fazendo

8019s/0,016v = C

8019s/0,0136 = D
que sdo constantes instrumentals, resultard
hh, = r(C + D/B) (1 4+ 0,0037t)c (6.1f)

Para o estatoscépio Wild temos

C = 0,19
D = 1180

Nesse instrumento uma pequena clmara fotogrifica, sineronizada
com a cimara aérea, fotografa o tubo em U no mesmo instante em
que ocorre a exposicdo da fotografia aérea.

No estatoscGpio Zeiss, onde

C = 031
D = 519

as colunas liquidas ndo sio fotografadas. Seu movimento acarreta a
variagdo da capacidade de um condensador e, por meio de um eir-
cuito elétrico, essa variagdo de capacidade acarreta uma variagio
de amperagem indicada por um galvandémetro (Fig. 6.3). B claro
que a escala déste se acha gravada de tal forma que as constantes
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instrumentais sejam as que aci-
ma fornecemos, para qualquer
valor de » lido diretamente no
galvanémetro. O sistema tem
o mérito indiscutivel de permi-
tir colocar repetidores da indi-
cagdo estatoscdpica em qual-
quer posi¢do. Assim é que o
préprio piloto poderi guiar-se
pelo repetidor do mesmo instru-
mento, para manter a cota com
grande precisio. Por outro la-
do a casa Zeiss instalou no
interior de suas modernas cé-
maras outro galvanémetro que
é fotografado no mesmo instan-
te da exposigio da foto, em
cuja margem aparece (Fig, 6.4)
a indicagfo estatoscépica. '

o
i

i
o
o

e

A precisdo da leitura ins-
trumental pode ser considera
da como + 0,5 da divisdo da
escala. Para uma altura de
5000 m o érro que dai resulta

-
e «:{
.
-

TFIG. 6.3-A

FIG. 6.4
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é de +0,65m, mas para que se possa atingir essa precisio a {(r-
mula (6.1f) mostra a necessidade de observar a temperatura ¢ e a
pressdo barométrica B durante o vbo.

A aplicagdo da expressdo (6.1f) pode ser muito facilitada uti-
lizando as tabelas calculadas pela casa Zeiss que fornecem os loga-
ritmos de (C + D/B) em fungéo de B, de (1 4+ 0,0037t) em fungdo
de t e de ¢. Com a soma désses trés logarftmos entra-se numa ou-
tra tdbua que fornece diretamente o fator pelo qual r devers ser
multiplicado para fornecer a diferenga de alturas.

Explicada, como ficou, a utilizagdo dos dados estatoscdpicos, é
facil compreender que, antes de passar a faixa no aparelho, deverdo
ser tirados das fotos todos os elementos necessdrios ao cileulo das
diferengas de alturas e calculd-las. Essas diferencas, é claro, sio to-
das em relagdo & cota Z,, correspondente ao instante em que o re-
servatdrio de ar deixou de comunicar-se com o exterior. O valor de
Zy 6 poderd ser conhecido com rigor em fungdo dos pontos de apdio
existentes no primeiro par da faixa, mas mostraremos mais adeante

. que o seu conhecimento é dispensdvel.

Como o piloto procura manter a cota pelas préprias indicagdes
do estatosedpio e como a camada isobdrica em que o avido se des-
loca pode apresentar uma declividade, é ficil compreender que a
pressio dentro do reservatério de ar do instrumento passari a cor-
responder a valores de Z, que variam continuamente. Dai decorre
um érro sistemético a ser eliminado. Se Zs e Z;_; sfio as cotas da se-
gunda e¢ da peniltima fotos, respectivamente e se AZ, e AZ;i_; sio
as indicagdes estatoscipicas, devidamente corretas, das mesmas fo-
tos, poderemos eserever

Zs = Zy + A22 (6.1g)

Ziy =7+ AZi, (6.1h)

A diferenga (Z'0 — Zo) é o érro sistemdtico de fechamento do aeroni-

velamento, que chamaremos de W e que, de acérdo com (6.1g) e
(6.1h) pode ser expresso por

W = Zi_j_ - Zz =t AZ;_1 —{— ﬁZz (611)

Tiste érro deverd ser distribuido por (i-3) fotos, uma vez que sio ex-

cluidas de qualquer corregido as duas primeiras e a ultima fotos. Ad-

mitindo que o valor de Z, varia linearmente, uma foto qualquer de
ordem 7 receberd a corregdo

m-2)W/(i-3)

donde
Zy = Zo + AZ,
Zy = Zo + AZy + W/(i-3)
Zy =

Zo + AZs +2W/(i-3)

Tendo em vista que a diferenca (Z, — Z,_;) é a componente verti-
cal da base em escala natural, que designaremos por BZ e atribuindo
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a BZ um indice em que o primeiro nimero designa a foto de ré e o
segundo a de vante, teremos:
BZys = AZ; — AZy + W/(i-3) %
BZ:y = AZy — AZs + W/(i-3)
(6.13)

Ora, se a escala do modélo for 1/K e se exprimirmos por bz, as lei-
turas correspondentes as componentes verticais das bases, poderemos
escrever de maneira geral:

bz, = bz,1 + BZ(i_1)./K (6.1k)

Uma vez que AZ representa os dados estatoscdpicos, devidamente
corretos, as expressoes (6.1i) a (6.1k) resolvem o problema, desde
que conhegamos Z: e Z;i_;, o que é vidvel mediante o ap6io altimé-
trico nos pares extremos. Como no aeromultiplex a distribuigdo de
W é feita mecanicamente no aparelho, conforme mostraremos opor-
tunamente, cuidaremos da determinagdo de Z, e Z;_; nos aparelhos
de primeira ordem. Para a obtengdo de Z; efetuamos a orientagio
relativa do par 1-2 movimentando ambas as cAmaras e conservando
by=b2=0. Em seguida realizamos a orientagdo absoluta, utilizando
0s pontos de apbio no terreno, introduzindo bz na cimara 1 e as
inclinagdes longitudinais ¢; e ¢z, em cada uma das cAmaras. Assim
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procedendo, o paralelogramo de Zeiss reduz-se ao esquema da Fig.
6.5. A leitura da escala Z do aparélho correspondente & colimagéo
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de um ponto altimétrico qualquer, fornecerd, na escala do modelo,
a cota da cAmara 2 acima do ponto colimado. Sendo h a cota ver-
dadeira do ponto, acima de um plano de referéncia que, normal-
mente, é o nivel do mar, a cota verdadeira Z, dessa cAmara acima
désse plano seri

Z» = h + Kz (6.1m)

Havendo vérios pontos poderi ser obtida uma média dos valores de
Zo que, assim, serd dado com muita precisdo.

Para a determinagdo de Z;—; basta chamar aten¢io para o fato
de que o nivelamento longitudinal do modélo serd efetuada introdu-
zindo bz na tltima foto. As demais operagdes sdo rigorosamente
idénticas.

A fim de disciplinar tédas as operagdes, sugerimos o emprego
do modélo de cileulo que se segue

Pontos Par 1-2 Pontos Par (i-1)i

h z h Z
Somas Somas
Z: = (Klz] + [h])n = AZiy =
Ziy = (K[z] 4+ [h])/n = AZ, =
B = j%_ = B —

W=A-B = W/G—3)=
Das tabelas | Soma Calculo de bz,

f(B) | f(t) [e| lgk |k |r|AZ | 22 | BZ | BZ/K| bz,

HKWM[ =

|

Neste modélo, lgk é a soma das trés primeiras colunas e AZ=Kkr ja
sfo as diferengas de altura para a cota inicial Z,. A coluna BZ’ é a
componente BZ sem a correcio W/(i-3). O valor de bz, da tltima
coluna é dado pela férmula (6.1k).

Nas operagdes com o aeromultiplex toda a parte relativa ao cdl-
culo de W é omitida, o mesmo acontecendo com a coluna BZ.
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Para terminar o estudo da utilizagdo dos dados estatoscépicos,
chamamos atengiio para o fato de que nessas operagdes preliminares
s6 é possivel eliminar o érro de natureza sistemética W. Os erros
acidentais sé podem ser compensados depois de passada a faixa no
aparelho.

6.2 — Emprego do aeromultiplex

Nos modelos cldssicos do aeromultiplex nio existe coordenati-
grafo nem orgdos de leitura dos parfimetros angulares de orientagao.
O plano de referéncia para restituigio €, nos multiplex Zeiss, uma
pedra mérmore polida cuidadosamente e aplainada com rigor, en-
quanto que nos de fabricagiio Baush and Lomb ésse plano é consti-
tuido por uma chapa de ago. A mesinha de desenho reproduz dire-
tamente a projecio em verdadeira grandeza. Tais caracteristicas,
As quais acrescentamos a existéncia de um projetor para cada foto-
grama, concorrem para simplificar bastante as operagdes instrumen-
tais.

A aeropoligonacio é particularmente indicada para as pequenas
faixas (até cérea de 10 projetores), mas pode ser usada em faixas
muito mais extensas, desde que a orientagio progressiva parta do
par central para as extremidades. Esta tem sido a forma corrente
de operar com o grande multiplex Zeiss da DHN, cuja barra de 3 m
pode receber até 21 projetores. fste modo de operar ndo é porém
o mais indicado para faixas tdo extensas, onde o mais conveniente
seria empregar o aeronivelamento. Isclarecemos ainda que também
& possivel usar o aerocaminhamento, aplicando um artificio para
obter as inclinagdes longitudinais dos projetores, indispensiveis, como
mostraremos, & compensacio da faixa. Quanto ao método de base
constante, de Poivilliers, ndo é possivel aplicid-lo eficientemente em-
pregando o aeromultiplex.

Exporemos a seguir as operagdes necessirias aos trés métodos
acima enumerados:

A) Aeropoligonagdo

a) nivela-se a barra transversal e longitudinalmente;

b) efetua-se a orientacdo relativa do par 1-2 e, terminada esta,
realiza-se a orientacio absoluta de escala, introduzindo o va-
lor correto de bz, para reproduzir, na escala do modélo, as
distdncias entre pares de pontos planimétricos do apdio no
terreno;

¢) nivela-se o modélo, sem tocar na barra, isto é, introduzindo
bz no projetor 1 e ¢1 e g3

d) passa-se ao par 2-3, cuja orientacdo relativa serd feita sem
tocar no projetor 2;

€) volta-se ao par 1-2, leva-se a marca estereoscépica a um ponto
bem definido préximo ao nadir de 2;

f) retorna-se ao par 2-3, sem tocar na mesinha de desenho e,
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h)

)

k)
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alterando o valor de bz com o movimento longitudinal de 3,
obriga-se o ponto escolhido para o transporte a ficar em con-
tato com a marca estereoscopica;

nas proximidades da perpendicular ao eixo da faixa (Fig.
6.2) que passa pelo nadir do projetor 2 escolhem-se os pontos
A, e B,, distantes o mais possivel de N, ¢ medem-se e ano-
tam-se as leituras altimétricas dos mesmos;

volta-se ao par 1-2 e verificam-se as cotas nos pontos A. e
B., para verificagio do transporte; as discrepincias, na es-
cala do modélo, ndo deverdo ultrapassar + 0,3 mm; se tal
acontecer deverdo ser refeitas as operagdes de (d) em diante;

procede-se de maneira andloga com os pares restantes, até
chegar ao ltimo;

introduz-se sébre a mesa de restituicio a folha de desenho
com o reticulado e os pontos de apodio, orientando-a com o
auxilio désses pontos;

verifica-se a escala comparando a distdncia instrumental en-
tre os pontos mais afastados com a mesma distdncia na
folha, o que fornecerd um érro de fechamento que designa-
remos por d. Se a distdncia instrumental for superior & real,
isto significa que o modélo estd se formando a uma disténcia
dos projetores superior & desejada. Ista distdncia seri infe-
rios se o modélo instrumental for mais curto que o correto.
Designando por 2 a distAncia média de projegio, que poderd
ser medida entre o eixo principal do cardan do dltimo pro-
jetor e a mesinha tragadora ajustada na cota média apro-
ximada do terreno no tltimo par, e por Az a variacio dessa
cota correspondente & variagdo d, poderemos armar a pro-
porgao

Azfz = d/D (6.2a)
donde Az = zd/D (6.2b)

Calculado Az, leva-se a marca estereoscépica a um ponto
bem nitido do tltimo par, registra-se a leitura altimétrica e,
conforme seja a distdncia instrumental maior ou menor que
a correta, somar-se-4 ou subtrair-se-4 da leitura altimétrica o
valor de Az caleulado por (6.2b); ajusta-se a mesinha traga-
dora na graduagdo correspondente 3 leitura primitiva corri-
gida de Az, levando-se em seguida a marca estereoscépica
ao ponto onde se fez a primeira leitura. Feito isto ajusta-se
a componente bxr da base movendo longitudinalmente o tl-
timo projetor até que a marca estereoscépica fique em con-
tato com o ponto;

refaz-se o transporte em sentido inverso, até voltar ao pri-
meiro par, onde as diferengas locais serdo praticamente des-
preziveis;
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m) nivela-se o modélo longitudinalmente, mediante os pontos de
ap6io altimétrico existentes nos extremos da faixa, incli-
nando a barra longitudinalmente;

n) traga-se téda a planimetria;

o) utilizando os pontos de apdio altimétrico existente nos extre-
mos e no centro da faixa, atenua-se a pequena curvatura que
normalmente aparece, efetuando dois nivelamentos indepen-
dentes: um da esquerda para o centro e outro da direita para
o centro;

p) depois de verificado o nivelamento transversal que, uma vez
efetuado no primeiro par praticamente nio se altera, tra-
cam-se as curvas de nivel para cada uma das metades da
faixa, depois de haver deslocado a folha de desenho para
corrigir o efeito de translagio decorrente do nivelamento
longitudinal.

Pela rotina descrita, verificamos que nas faixas curtas a serem
restituidas no multiplex, nfo h4 necessidade de efetuar qualquer
célculo, exceto o da simplissima férmula (6.2b). A orientagdo pro-
gressiva e a restituigio seguem-se sem qualquer intervalo. I8 mister,
porém, que a orientagdo seja efetuada com extremo cuidado, pois,
do contririo, poderd acontecer que a faixa apresente uma torgio pra-
ticamente impossivel de eliminar e, convém esclarecer, tal ocorréncia
ndo é das mais raras.

Na DHN as escalas normais para o levantamento da costa sdo
da ordem de 1:50.000 e, em vista disso, 0 ap6io planimétrico é redu-
zido ao minimo indispensdvel, o que ndo prejudica a precisdo exi-
gida pela tolerdncia grifica. Assim ‘é que, mesmo nas longas faixas,
que atingem, por vezes, ao0s
& 6 21 projetores, é costume ope-

o] A

rar apenas com trés pontos
planimétricos, sendo um em
Fig.66 cada extremo da faixa e o

terceiro no par central da

mesma (Fig. 6.6). Nesse caso convem iniciar a operagio pelo par
central, com uma escala aproximada, obtida em fun¢do da altura
de v8o. Assim procedendo, é compreensivel que o érro de escala
seja, por vezes, bastante forte, o que exigird sua redugdo em duas
ou mais vezes, utilizando os pontos situados nos pares extremos.
Quando for conseguida a ajustagem em funcgio désses pontos, restard
ainda um pequeno érro no ponto do centro da faixa porque, como
mostraremos mais adeante, o érro em escala nfo é linearmente distri-
buido ao longo da faixa que, além disso, pode apresentar uma ligeira
curvatura no plano horizontal. No caso do multiplex, porém, bastar
eliminar o érro de escala realizando um ajuste para o lado direito e
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outro para o esquerdo e distribuindo o érro de curvatura pelos trés
pontos, o que serd efetuado por uma simples translagdo da folha de
desenho.

Ajustada a escala, poders ser executada a restituigdo planimé-
trica da faixa inteira, de tal forma que em cada par sejam escolhidos
quatro pontos bem definidos, destinados & amarragdo da altimetria &
planimetria j& restituida. Terminada a restituicio planimétrica serdo
efetuadas as leituras altimétricas de um ponto bem definido em cada
extremo da faixa e com cotas conhecidas, agindo da mesma forma
em relagdo ao ponto de apdio altimétrico situado no centro da faixa.
Serd ainda necessdrio ler, para t6dos os projetores, os valores de 2
e bz. Todas essas operacdes adicionais destinam-se & ajustagem da
altimetria. Conforme mostraremos no préximo capfitulo, apresenta-se
uma curvatura parabdlica no modélo ético, capaz de produzir erros
altimétricos considerdveis. Antecipando as conclusdes que tiraremos
mais adeante, a fim de nio interromper a sequéncia das operagoes
das grandes faixas no multiplex, suponhamos que a barra tenha sido
nivelada longitudinalmente e que, mediante o apdio altimétrico nos
extremos e no meio da faixa, tenha sido determinada a flecha do

z
A\ =5 _/.7C
—> X
B
FIG. 6.7

modélo, que vemos na Fig. 6.7. Como a curva ABC é uma pardbola
com vértice em B, é bastante fécil concluir que, em fungdo da dist4n-
cia AC e da flecha @ a pardbola estard determinada, o que permi-
tird caleular a ordenada Az (V. Cap. VII) para qualquer valor de z.
O valor de Az sob cada projetor pode ser considerado priticamente
igual ao valor de Abz que deve ser a éle atribuido como correcio.
Entéo todos os projetores poderdo ser levados & sua posi¢gdo correta
e o modélo de cada par poderd ser nivelado longitudinalmente e ajus-
tado s6bre os pontos levantados durante a restituicfio da planime-
tria, para o tragado da altimetria.

B) Aeronivelamento

Antes de abordarmos a sequéncia das operagdes, é necessdrio
esclarecer que algumas delas requerem uma justificagio pormenori-
zada que deixaremos para depois de exposta a rotina. KEsta consta
das seguintes operagdes:

a) coloca-se sobre a mesa de desenho uma folha em branco;

b) nivela-se a barra e ajustam-se os valores de bz;

c) efetua-se a orientagdo do primeiro par, da mesma forma que
na aeropoligonagio e marcam-se s6bre a folha de desenho
os pontos de transporte para o par 2-3, escrevendo-se ao lado
dos mesmos as leituras altimétricas;
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d) passa-se ao par 2-3, cuja orientagdo relativa serd efetuada
movendo o projetor 3 em by, k, ¢ e w e alterando ligeira-
mente a inclinagdo longitudinal ¢ do projetor 2;

e) volta-se ao par 1-2 e, deslocando-se o projetor 2 segundo bz,
restauram-se as leituras altimétricas dos pontos de transporte;

f) retorna-se ao par 2-3 e, movendo-se longitudinalmente o
projetor 3 ajusta-se a escala obrigando o ponto de transporte
nas vizinhangas do nadir de 2 a indicar a mesma cota que
se obteve no par 1-2;

g) verificam-se as leituras nos outros dois pontos de transporte,
agindo da mesma maneira que no caso da aeropoligonagio;

h) passa-se ao par 3-4, repetindo-se nele e nos que se lhe segui-
rem, exatamente as mesmas operagées acima descritas, até
chegar ao tdltimo par;

i) reorienta-se o primeiro par, movendo em ¢ e br o projetor
2 e, mediante os pontos altimétricos existentes neste e no
tltimo pares, nivela-se a barra;

j) coloca-se s6bre a mesa a folha definitiva de desenho e veri-
fica-se a diferenga entre as distinecias instrumental e da fo-
lha, entre os dois pontos de apdio mais distantes da faixa;

k) calcula-se Az pela férmula (6.2b), move-se o pentltimo pro-
jetor para ajustar a escala no ultimo par e, obedecendo as
normas j4 descritas, refaz-se a orientagdo progressiva em
sentido contrario, até chegar ao primeiro par, tendo o cui-
dado de assinalar sébre a folha os pontos de transporte;

1) restabelecida a orientagdo do par 1-2, restaura-se novamente
a do 1ltimo, movendo o pentltimo projetor em ¢ e bxr e ve-
rificam-se as coincidéncias dos pontos de apdio;

m) caso as coincidéncias forem satisfatérias comega-se a resti-
tuicdo pelo primeiro par;

n) terminada a restituicdo do primeiro par passa-se ao par 2-3
e, depois de eliminadas as paralaxes com o movimento de 2
em ¢ volta-se ao par 1-2, move-se 2 em bxr para restaurar
as cotas nos pontos de transporte assinalados, retorna-se ao
par 2-3, ajusta-se a escala movendo 3 em bx e realiza-se a
restituigdo;

o) realiza-se a restituicio dos demais pares operando exata-
mente da mesma forma estabelecida em (m) e (n) para os
pares 1-2 e 2-3.

T necessirio esclarecer que nos multiplex de barra muito ex-
tensa existe uma pequena flexdo dessa barra, provocada pela carga
do grande numero de projetores. KEssa curvatura, que pode ser con-
siderada uma constante instrumental, desde que trabalhemos sempre
com o mesmo numero de projetores, mesmo que nio os utilizemos
todos, influird diretamente sdbre os valores de bz no aparelho. Tal
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curvatura, que pode ser ‘determinada orientando no aparelho uma
série de diapositivos reticulados, sem distorgdo, e medindo direta-
mente a flexa, poderi ser descontada dos valores de bz fornecidos
pelo estatoscopio. Nessa operagio a barra deverd ser nivelada pelos
pares extremos e nio por meio de nivel.

Justifiquemos agora as operagdes (d), (e) e (f). Conforme vi-
mos na aeropoligonagdo o modélo é curvo, em forma de pardbola.
Entdo, com a barra do multiplex é reta e é em relagio a ela que
ajustamos os valores de bz dados pelo estatosedpio, obviamente ao
realizarmos a orientagdo relativa sem tocar em bz as paralaxes trans-
versais ndo poderdo ser totalmente anuladas, sem deslocar em ¢ o
projetor de ré. Assim, no aeronivelamento, o problema resume-se
em desenvolver sébre um plano, o modélo curvo que apareceria na
aeropoligonacdo. Para que o problema seja bem compreendido,
acompanhemos o raciocinio que se segue observando a Fig. 6.8. Af
vemos representada a curva média O, I, II, IIT das posi¢oes dos
projetores e a curva do modélo 6tico, tal como apareceriam na aero-
poligonagdo. Entdo os verdadeiros valores de bz, seriam dados pelas
distdnecias O0;, IT II;, III III,, ete. Supondo restituido o modélo
inicial (O-I), o que se seguir deveri sofrer uma rota¢io em térno
de um eixo 1Y, perpendicular ao plano do papel, até os projetores
ocuparem as posi¢des I’ ¢ II” e 2, a posigio 2. Como é impraticivel
realizar simultaneamente todos os movimentos, deveremos efetud-
los por partes. A fim de facilitar a compreensio das vérias etapas,
acham-se representados na Fig. 6.8 as projecdes horizontal e ver-
tical do par (I-II), bem como o efeito particular de cada movimento.

-

Sendo a distincia de II’ & reta AB, que representa a barra do
multiplex, o valor de bz fornecido pelo estatoscépio, e sendo II; a
posicio que teria o projetor na aeropoligonagdo, a descida de II,
para II’ acarretari o aparecimento de paralaxes transversais py e
horizontais pz; as primeiras com valores iguais em 3 e 5, mas de sen-
tidos contririos, serdo eliminadas mediante uma inclinagio Ag do
projetor II’, cujo efeito serd o deslocamento de 3a e 5a para 3'a e
5'a, respectivamente, alterando a paralaxe horizontal pz para p'z, o
que deslocard o ponto 1 (projegiio horizontal) para 1”. Refazendo,
portanto, o transporte de cota, 1 retomard seu lugar quando o pro-
jetor II' for deslocado para II”, que é sua posi¢do final. Resta, por-
tanto, corrigir a orientagio do projetor I. Para isso serid necessirio
dar ao projetor I a rotagdo Ag e a translagio I-I’. A primeira serd
dada anulando as paralaxes sob o projetor II” e a segunda restau-
rando as cotas no par O-I, dos pontos de transporte ao par I-IT"
por um movimento em bz de I.

C) Aerocaminhamento

Embora o aerocaminhamento ndo tenha sido, até o presente,
usado na operago com o multiplex, ndo hd a menor dificuldade em
empregi-lo. Tratando-se de um método em que bz é sempre conser-
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vado igual a zero, vemos que sua aplicacio evitard o encurvamento
do modélo Gtico permitindo, tal como no aeronivelamento, operar
com muitos projetores e vencer grandes distdncias, No entanto o
aerocaminhamento exige a
medigdo do dngulo Ag (Fig.
6.9) de que é inclinado o
projetor de ré para que o de
vante possa sempre ser con-
servado em bz=0. Exami-
nando a Fig. 6.9 verificamos
que o referido 4ngulo pode
ser medido indiretamente. De
fato o projetor de vante po-
de ser orientado, preliminar-
mente como se fosse uma
aeropoligonagfio, o que o le-
vard & posigio a. Efetuado
o transporte de escala reali-
FIG. 6.9 za-se a leitura altimétrica no

ponto nadiral de transporte,

anotando-se o seu valor. Em seguida, leva-se o projetor de vante &
posi¢do b (bz=0), e torna-se a ler e registrar a cota no ponto nadi-
ral de transporte; a diferenga Ah serd, como mostra a figura, igual
a bz e a mesma figura mostra ainda que Ag, em radianos, serd dado

por

= hz/bx (6.2¢)

Nos multiplex Zeiss a simples leitura = na prépria barra, para todos
0s projetores, permitird deduzir bz.

Pelo exposto, concluimos que o aerocaminhamento exigird as
mesmas operagdes que o aeronivelamento, e mais uma, como a que
acabamos de descrever, incluida entre os itens (c) e (d).

Quanto ao aerocaminhamento a base constante e A utilizacio
de fotogramas convergentes, o multiplex é inteiramente inadequado &
execugdao de tais trabalhos.

Para terminar o que se refere ao multiplex, insistimos no fato
de que, como a folha de desenho desempenha o papel de coordena-
tégrafo, 6 mister que seja usado papel inextensivel, para que nio
haja dilatagdes ou contracdes capazes de falsear os resultados.

6.3 — Emprego dos aparelhos de primeira ordem

No trabalho com aparelhos de primeira ordem todos os trans-
portes sdo efetuados com coordenadas lidas no aparelho. Nos ins-
trumentos mais modernos é possivel totalizar mecanicamente essas
coordenadas. No estereoplanigrafo C/8 foram completamente elimi-
nadas as leituras, pois as coordenadas, j4 totalizadas, sdo, mediante
um simples movimento de alavanca do ‘operador, impressas numa
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folha apropriada. Como, porém, tais requintes nio se acham ainda
vulgarizados em todos os aparelhos, vamos mostrar como se deveri
operar nos aparelhos mais comuns.

Em primeiro lugar deve ser elaborada uma folha de registro
como a que vemos no quadro 6-I, cujo preenchimento serd esclare-
cido ao correr da explicagdo dos vdrios métodos de aerotriangulagio
que abordaremos a seguir.

A)
A

a)
b)
¢)
d)

e)
f)

g)

h)

k)

Aeropoligonagio
aeropoligonacdo consta das seguintes operagdes:

orienta-se relativa e absolutamente o par inicial, realizando
o nivelamento longitudinal com bz na cdmara 1 ¢ ¢ em am-
bas as cAmaras;
léem-se e registram-se (quadro 6-I) as coordenadas instru-
mentais 2/, ¥’ e 2 nos pontos As, N e B, (Iig. 6.2) e em to-
dos os pontos de apbio;
léem-se e registram-se todos os parimetros de orientagdo;
inverte-se a base, transporta-se a imagem da cimara de van-
te para ré (inversdo dtica) e substitui-se o fotograma 1 pelo 3;
realiza-se a orientacdo relativa da cimara 3 sem mover a 2;
transporta-se a escala fazendo variar bx até que seja restau-
rada a cota lida no par 1-2 no ponto Ny;
verificam-se os transportes nos pontos As e B: e, se houver
praticamente a coincidéncia com as leituras altimétricas efe-
tuadas no par anterior, registram-se os valores de z/, ¥’ ¢
z para As, Na e B, e para A;, N; e By
caleulam-se (quadro 6-I) os valores de x e y, somando a t6-
das as coordenadas as diferencas

X - x =D

y =¥ =K

onde o primeiro indice de N indica o niimero do par e o se-
gundo o nimero da foto. Com essa operagdo as coordenadas
planimétricas dos pontos comuns aos dois pares, particular-
mente A. e B, deverio apresentar valores muito préximos
aos obtidos no par precedente; se isso nio acontecer deverd
ser repassada a orientagdo antes de prosseguir;

passa-se ao par 3-4 e aos demais, procedendo da mesma for-
ma j4 indicada, até chegar ao tltimo par, onde deverdo ser
lidas, com todo o cuidado, as coordenadas dos pontos de
apbio;

realiza-se a orientacdo absoluta do dltimo par, com os pon-
tos de apdio ai existentes e leem-se e registram-se as novas
coordenadas e os novos pardmetros de orientagdo.
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QUADRO 6-I

! bx by bz K C o Valor prec.@ Aq.i
Camara de RE | 59,79 | 100,00 00,46 101812950t | QOE39e50° | 200228°00c
" de VANTE | 60,20 | 160,00 = 90856500 |  Q9807°00%° | 200561°00¢0
Pontos = y' x vy z
PFP 26 191,40 82,30 1.914,00 — 823,00 520,00
PFP 29 218,10 614,61 2.181,00 — 6.146,10 521,35
PFP 30 385,08 532,33 3.850,80 — 5.323,30 508,89
PFP 25 513,12 152,73 4.131,20 — 1.527,30 546,45
Ni12 449,20 341,37 4.492,00 — 3.413,70 527,50
A 12 442,12 563,42 4.421,20 — 5634,20 515,60
B 12 446,41 189,93 4.644,10 — 1.809,30 559,00
| bx by bz K [ 4] W Valor pree.9 A",}
Camara de RE | 58,86 | 100,00 — 998562000 | 08895¢00% | 200861005 i o
" de VANTE | 50,57 | 100,52 — 994650300 | 100525005 | 200803030ce | 007 00 g
Tontos x' ' x=x'+D y=y'+E %
x12 = 4,402,00
xgp = 2.079,50 N24 207,95 340,70 4.492,00 — 3.413,70 527,50
= A 24 200,76 562,53 4.420,10 — 5.632,00 515,50
D = 42.412,50 B 24 205,06 189,33 4.463,10 — 1.900,00 559,00
N 23 434,68 346,64 6.759,30 — 3.473,10 546,30
A 23 419,07 609,57 6.603,20 — £.102,40 523,50
¥i2 = 3.413,70 B 23 432,07 81,59 6.733,20 — 822,60 530,00
yeo = 3.407,00
ot PFRN 50¢ 267,50 331,06 5.087,50 — 3.317,30 530,00
Em= 6,70 :
Bomas 2,167,09 2.461,42 40.983,82 24.661,10
[ bx by bz K o} ) Valor pree.@ Aqil
Camara de RE 00,47 | 100,52 —_ 90e46e30cc | 100=07¢10% | 2000330 5 =
" de VANTE | 61,18 | 99,28 — 100548700 | ~99850°5000 | 200821e7000 | 109525°00% Leee
Pontos x' ¥ z=x'4+D y=y'+E %
xg3 =  .759,30
X3z = 1.928,40 N33 192,84 192,84 6.759,30 — 3.473,10 546,30
A 33 177,10 608,63 6.601,90 — 6.101,60 523,50
D = +44.830,90 B 33 180,80 80,74 6.728,90 — 822,70 530,00
N 34 418,35 343,45 9.014,40 — 3.449,80 542,00
A 34 414,95 610,20 8.980,40 — 6.117,30 555,70
yo23 =  3.473,10 B 34 424,13 80,42 9.072,20 — 819,50 519,50
yaz =  3.457,80
PFM 25 208,70 348,73 7.817,90 — 3.502,60 546,20
E = + 15,30
Somas 2.115,87 2.417,95 54.975,00 24.286,60
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QUADRO 6-I

| bx by ] bz K o 0] Valor prec.g AQ)
Camara de R | 61,33 | 99,28 — 100548200 Q9E52¢000e | 2008210500 =0es
W de VANTE | 6231 | 0438 . 100487570 | 1005316500 | 200s2ge7gee | 99°D0%0%C | 150
Pontos x! v’ x=x'+D y=y'+E z
x4 = 9.014,40
x44 = 1.738,60 N 44 173,86 343,07 9.014,40 — 3.449,80 542,00
—_— A 44 170,05 609,84 8.076,30 — 6.117,50 556,70
D = 47.275,80 B 44 180,15 R/0,35 9.077,30 — 824 40 521,00
N 45 439,02 344,89 11.666,00 — 3.468,00 537,00
A 45 432,34 500,82 11.599,20 — 5.4927,30 575,40
va4 = 3.449,80 B 45 429,00 125,88 11.565,80 — 1.277,90 540,00
V44 = 2.430,70
—_— PFR.N 50R 202,82 387,88 10.304,00 — 3.807.90 547,00
E = 4+ 19,10
Somas 2.127,24 248273 72.203,00 24,962 80
bx by bz ' K ) [0 Valor pree.s Ag
Chmara de RE 61,14 | 94,38 —_ 1008877 0ce 100835¢500e | 2008262800
"'de VANTE | 62136 | 92,00 — I 10087000 | 0ge53es000 | joperacsoes | 1009B17H0% | 42900
Pontos ' y' x ¥ z
x45 = 11.666,00 )
x55 = 1.924,10 N 55 192,41 343,08 11.666,00 -— 3.468,00 537,00
iy A 55 185,66 580,82 11.598,50 -— 5.926,40 576,50
D = +40.741,50 B 55 182,35 125,19 11.565,40 — 1.280,10 540,00
N 54 417,66 345,08 13.918,50 — 3.479,00 536,00
A 56 411,93 605,70 13.861,20 -— 6.085,20 596,70
Yi5 = 3.468,00 B 56 411,73 133,57 13.859,20 -— 1.363,90 552,50
¥55 =  3.439,80
—_— PFR.N 308 257,39 375,60 12.315,80 — 3.784,20 541,50
E = 4+ 2820
Somas 2.059,13 2,518,094 8R.784,60 25.386,80
| hx by bz [ K ] 0] Valor pree.Q QEP
Camara de RF 58,60 | 92,00 —_ 10027 0e00% 99sihc0ne | 19987qe500e £53¢5
"'de VANTE | 59,60 I 87.70 — 10079°50% | 10034000 | 190z43e5000 | 99RO | A12950%
Pontos x v x=x'+D y=y'+E 2
x5 = 13.918,50 -
Xgg = 1.728,50 N 66 172,85 344,31 13.918,50 — 3.479,00 536,00
s A 66 167,20 604,83 13.862,00 — 6.084,20 596,70
D =+412.190,00 B 66 167,00 132,490 13.860,00 — 1.364,90 553,50
N 67 424 88 342,66 16.438,80 — 3.462,50 530,00
A 67 428,25 595,10 16.472,50 — 5.986,90 559,50
y6g = 3.479,00 B 67 421,68 87,84 16.406,80 — 914,30 556,20
v =  3.443,10
PFR.N 42E 376,60 452,42 15.956,00 — 4.560,20 537,30
E = + 359 Umnarama 276,95 371,70 14.959,50 — 3.772,90 600,50
Sumes 2.43541 2.933,77 121.874,10 20.624,90
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QUADRO 6-1

‘ bx by bz K I (] (0] Valor prec.Q A(p
Chmara de RE | 61,10 | 87,70 — 100879°50¢ 0983900 | 199843°50°° | 1poe
" de VANTE | 62,10 | 83,49 - 99840¢30% | 99871000 | 200¢18°30°¢ J o sl (B
Pontos x' v x=x'4+D y=y'+E z
x57 = 16.438,80
x77 = 1.885,60 N77 188,56 342,53 16.438,80 — 3.462,50 530,00
_— ATT 191,50 595,00 16.468,20 — 5.987,20 559,50
D = 14.553,20 B77 185,85 87,85 16.411,70 — 915,70 536,20
N78 421,50 345,36 18.768,20 — 3.490,80 551,70
A T8 430,98 586,30 18.863,00 — 5.900,20 605,00
¥§7 = 3.462,50 B 78 423,45 112,00 18.787,70 — 1.157,20 583,50
¥77 = 3.42530
—_— PFM 4 307,50 538,95 17.628,20 — 5.426,70 625,50
E = 4 3720 PFM 2 372,66 172,08 18.279,80 — 1.758,00 610,50
Bomas 2.522,00 2.780,07 141.645,60 28.098,30
i bx by bz [ K [ ] w Valor pree.§ A:p
|
Camara de RE | 61,00 | 83,40 — 9940°30% | 100826°50°° | 200¥18°30° w71
" de VANTE | 62,21 [ 81,78 \ = l 100€19¢30¢¢ I 9987450 | 1998805000 l sl W
Pontos X ¥ x=x"4D y=y'+E z
x78 = 18.768,20
xgg = 1.719,00 N 88 171,90 344,53 18.768,20 — 3.490,80 551,70
—_— A 88 181,43 585,40 18,863,50 — b5.899,50 604,50
D = 17.049,20 B 88 173,90 111,37 18.788,20 — 1.159,20 584,00
N 89 413,84 342,50 21.187,60 — 3.470,50 551,50
A 89 423,65 599,80 21.285,70 — 6.043,50 601,00
yig = 3.490,80 B 89 427,50 98,00 21.324,20 — 1.025,50 620,00
y8s = 3.445,30 ’
—_— PFM 1 330,65 208,62 20.355,70 — 2.131,70 617,80
E = +. 4550
Somas 2,122,87 2,290,22 140.573,10 23.220,70
‘ bx by l bz K 2 w Valor prec.g ﬁ:p
Chmara de RE | 5894 | 81,78 — 100819030 | 9OB60°00c | 199880°50% o500 | —14¢
" de VANTE | 60,11 | 80,60 — 101&39°00¢° l 09E8Ge300e | 1998330400 G Thiys
Pontos p ¥ x ¥ z
xs9 = 21.187,60
xgy = 1.718,00 N 99 171,80 343,20 21.187,60 — 3.470,50 551,50
—— A 99 180,95 600,23 21.279,10 — 6.039,90 601,00
D = 19.468,60 B 99 185,52 08,80 21.324,80 — 1.025,60 !
N 910 432,45 359,83 23.794,10 — 3.635,90 579,00
A 910 428,10 570,42 23.750,60 — 5.741,80 624,70
ygg = 3.470,50 B 910 436,85 06,42 23.838,10 — 1.001,80 616,00
ygnp =  3.432,90
E =4 3760
Somas 1.835,67 2.068,99 135.174,30 20.915,50
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QUADRO 6-1

‘ bx by bz b ‘ ] (0] Valor prec.g Ag
Camara de RE | 60,86 | 80,60 —_— 101239¢°00¢c 998790500 | 199833°40¢c -
" de VANTE | 61,86 | 78,82 = [ 100865°00° 998912500 | 199210500 oty 080
Pontos x v x=%x'+D y=y'+E z
xglp = 23.794,10
x1010 =  1.902,00 N 1010 190,20 350,63 23.764,10 | — 3.635,90 579,00
e A 1010 185,44 570,16 23.746,50 | — 5.741,20 624,70
D = 21.892,10 B 1010 194,85 96,25 23.840,60 | — 1.002,10 616,00
N 1011 414,40 316,00 26.036,10 | — 3.199,60 640,50
A 1011 415,38 576,54 26.045,90 | — 5.805,00 657,00
yo10 =  3.635,90 B 1011 428,85 117,50 26.180,60 | — 1.214,60 700,70
yiglo =  3.596,30
—_— PFM 10 246,55 588,55 24.357,40 | — 5.925,10 659,00
E = 4+ 3960
Somas 2.075,67 2.624,63 174.001,20 26.523,50
[ bx l by l bz K ] [ (0] I Valor prec.§ A(p
Camara de RE | 59,14 | 78,82 —_— 100#65°00°¢ 99450500 | 190#21°50°0 5
" de VANTE | 60,66 | 73,12 I — ' 10056500 | 99r60c00° | 200820c50c | 29°91B0% | —46°00%
Pontos x' ¥y x=x"4+D v=y'+E z
X011 = 26.036,10
x11 = 1.731,80 N1i11 173,18 315,39 26.036,10 | — 3.199,60 640,50
————— A 1111 174,07 575,76 26.045,90 | — 5.805,00 656,00
D = 24.304,30 B 1111 187,66 117,05 26.180,60 | — 1.214,60 700,70
N1112 436,36 326,58 28.667,90 | — 3.311,50 694,00
A 1112 433,18 506,42 28.636,10 | — 5.709,90 766,50
yion = 3.199,60 B 1112 408,22 87,94 28.386,50 | — 925,10 777,50
yun = 3.153,90
E =+ 4570
Somas 1.812,67 1.989,14 163.953,10 20.165,70
‘ bx by bz K ‘ ] I (0] Jalor pree.§ ‘ Aqa
Camara de RE | 59,46 | 73,12 — 100&65°00°¢ ’ Q9e93e500c | 2008288500 EROe 23050
" de VANTE | 6078 | 69.78 [ — I 1006250500 | 99¥25°00c | 20084470 ‘ i R
Pontos : 4 v x=x'+D y=y'+E z
X112 = 28,667,090
3910 =  1.017.40 N 1212 191,74 325,76 28.667,90 | — 3.311,50 | 694,00
_ A 1212 188,72 565,30 28.637,70 | — 5.706,90 766,50
D = 26.750,50 B 1212 163,78 87,29 28.388,30 | — 926,80 777,50
PF 34 211,95 75,30 28.870,00 | — 806,90 | 784,00
PF 31 237,82 554,04 29.128,70 | — 5.504,30 770,30
yinz = 3.311,50 PFM 15 343,86 479,28 30.189,10 | — 4.846,70 782,00
yi212 =  3.257,60 PF 33 401,36 511,59 30.764,10 | — 5.169,80 772,00
_ PF 35 372,03 90,90 30.470,80 | — 962,90 748,50
E = + 53,90
Somas 2.111,26 2.689,46 235.116,60 27.325,80
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B) Aeronivelamento e aerocaminhamento

O aeronivelamento e o aerocaminhamento diferem da aeropoli-
gonagdo por serem os valores de bz preestabelecidos. Entdo, as ope-
ragbes para sua execugdo sdo as mesmas que as indicadas para a
aeropoligonacio, exceto no que diz respeito ao item (e), pois, para
a total eliminagdo das paralaxes durante a orientagdo progressiva é
mister dar & cdmara de ré uma rotagio Ag. Como em cada par os
parimetros de orientagdo sdo sempre registrados, essa inclinag¢io serd
sempre conhecida para posterior utilizagdo.

No que diz respeito ao aerocaminhamento, as inclinac¢oes lon-
gitudinais dos modelos decorrentes da manutengdo de bz=0, nor-
malmente ndo afetam os valores de x.

C) Aerocaminhamento a base contante

Na memoéria apresentada por Poivilliers & Academia de Cién-
cias de Franga, em 23 de junho de 1952, o autor do método diz que
com a sua aplicagio “Os erros sisteméticos sio tornados tdo cons-
tantes quanto possivel, mantendo a base fixa em grandeza e diregdo,
segundo o eixo dos z. Os erros provenientes das deformagoes locais
anormais dos feixes perspectivos sdo eliminadas. As operagdes sdo
reduzidas a uma Unica passagem’’.

De fato vemos que se a base deve ser fixa em grandeza e direcdo,
o aparelho trabalhard sempre sem inversio, isto é, sempre com base
ou interna ou externa. Dai decorrerd a permanente necessidade de
transportar materialmente a foto de vante para ré e colocar no por-
ta-foto de vante o novo fotograma, a fim de realizar a concatenagéo.
Ora, como isso importa em que as projecdes se realizem sempre pelas
mesmas regides das objetivas das cAmaras de projecdo do aparelho,
estd garantida a manutengdo da consténcia dos erros sistemdticos.
Mas, para que seja possivel realizar a orienta¢io progressiva, serd
mister transportar todos os parimetros de orientagio externa da
cimara que antes se encontrava a vante, para a cAmara de ré, o que
exige uma retificagdo rigorosissima do instrumento ou, entfo, um
acessério especial, constituido por niveis adequados, que permitam a
transposigio dos parAmetros com o necessério rigor. I claro que o
recurso dos niveis sé é possivel nos aparelhos cujas cdmaras tenham
eixos Oticos verticais.

Por outro lado verificamos que o método é perfeitamente apli-
cdvel empregando aparelhos de segunda ordem, uma vez que dispen-
sa inversdo odtia.

Como as condigdes a que deve preecher a base sdo expressas
por

bx = constante
by = bz = O
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vamos mostrar como poderi ser realizada a orientagio progressiva,
Uma vez que bx = constante, nio haverd transporte de escala de
um par ao seguinte e isso acar-

2 b 1 41 retard num par qualquer (i,

% i+1), um érro Ax nos pontos
//‘ de transporte (Fig. 6.10) situa-

I dos sob a cAmara (i+1). Como

I mostra a figura o érro é igual a

: Abx e, assim,

I Ax/Az = bfz

: donde

: Ax = Az bfz (6.3a)
“\H; E claro que Az é a diferenga

entre as leituras altimétricas no
ponto de transporte, realizadas
nos pares [(i-1),i]e [i, G+1].
Trata-se, pois, de uma corregdo
muitS) simples e que pode ser ripidamente calculada pela expressdo
(6.3a).

Agora vejamos como proceder para estabelecer as corregdes de
azimute, decorrentes do fato de ser mantido by=0. Examinando a
Fig. 6.11 vemos que se ndo for introduzido by e se conhecemos o azi-
mute A do primeiro par da faixa, serd necessdrio determinar, como
numa poligonal, as deflexdes 6, para podermos calcular o azimute
de um par em funcdo do azimute do precedente, usando a expressdo
geral

Fig. 6.10

Ajivi = A + 9500 (6.3b)

Sendo o transporte de um par ao seguinte, no que diz respeito &
planimetria, realizado somando as coordenadas instrumentais z’ e y’
as diferengas D e E (v. aeropoligonagio), a manutencdo de by=0
acarretard as diferencas Ax nos pontos A e B, como mostra a Fig.
6.11. O valor de 0 serd, pois, dado pela expressio

B = arcsen Axa/(ya — yn)
= —arcsen Axp/(ys — yx) (6.3¢)
ou, para um bom vb6o, onde as deflexdes

sejam pequenas,
FIG. 6.11 0 = 6366 Axp/(yp — yx)

Acreditamos, porém, que se nio for usado giropiloto dificilmente po-
derd ser usada esta expressio.

Em cada par, através dos pontos de transporte A e B, teremos
sempre dois valores de 8, cuja média serd adotada.
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Para a execugdo da aeropoligonagdo a base constante, podere-
mos seguir a rotina exposta para a aeropoligonagdo, alterando apenas
os itens (d), (e), (g) e (h) e suprimindo (f) por ébvia razio.

Os itens modificados serdo assim redigidos:

d) depois de completado o trabalho no par 1-2 transfere-se a
foto 2 para o porta-foto antes ocupado pela 1, orienta-se a
foto 2 introduzindo apenas o valor de o lido no par anterior
ou medido com nivel especial e coloca-se no porta-foto em
que se achava a foto 2, a foto 3;

e) orienta-se o par 2-3 dando a ambas as cAmaras todos os mo-
vimentos angulares necessdrios sem, contudo, alterar o valor
de © na cmara 2;-

g) verifica-se se as leituras altimétricas nos pontos A. e B, a-
presentam a mesma diferenga Az para as que foram.medi-
das no par anterior e registram-se os valores de 2/, 3’ e 2
para A;, Ny e By e para Ay N e By

h) introduzem-se em todos os valores de x’ as correcoes dadas
por (6.3a) e calculam-se todos os valores de = e ¥, da mesma
forma que na aeropoligona¢do. Aqui, porém, como fazemos
sempre by=0, ndo é possivel fazer o controle das coorde-
nadas planimétricas dos pontos A e B, comuns aos dois pares
consecutivos.

A nosso ver é possivel operar com sucesso em aparelhos de se-
gunda ordem, desprovidos de inversio de base, uma variante simpli-
ficada do método exposto. Essa variante consiste em ajustar a escala
variando bz e conservando sempre by apenas ou by e bz iguais a zero.
Noprimeiro caso teriamos o que se poderia denominar ‘“‘aeropoligo-
nagdo a azimute constante” e no segundo “aerocaminhamento a azi-
mute constante’”. Nessa variante teriamos evitado o cdleulo da ex-
pressdo (6.3a) e, para a aeropoligonagio, bastaria modificar os itens
(d) e (e¢) da rotina, conservando todos os demais. No caso do aero-
caminhamento ficariam também de pé as observacdes que fizemos
sObre a orientagio progressiva. Da mesma forma, também poderia
ser empregado o “aeronivelamento a azimute constante”.

D) Aerotriangulagio com fotogramas convergentes

A aerotriangulacdo com fotogramas convergentes foi idealizada
pela casa Zeiss, mediante a utilizacio de duas cAmaras normais con-
jugadas e tendo seus eixos Gticos formando um 4ngulo de 30%. Essas
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cAmaras (Fig. 6.12) sdo sincronizadas aos 0s,0005, permitindo, pra-
ticamente, a simultaneidade das fotografias. Uma série destas pode
ser vista esquematicamente na Fig. 6.13. Af vemos que as duas fo-
tos tiradas do mesmo ponto cobrem uma drea comum de 309, e que
a 4rea de uma dessas fotos vai ser coberta quase totalmente por uma
das fotos seguintes. Entdo, para realizar uma aerotriangulagio onde

FIG. 6.12

os estereogramas sio formados pelas fotos AiBs, A:Bs, ete., serd ne-
cessdrio um artificio para passar de um par ao seguinte. Supondo
terminado o trabalho com o par A;B, a posi¢do do fotograma Bs
estard perfeitamente definida no espago (orientagio externa). Ora,
como as fotos A, ¢ B, foram tiradas no mesmo ponto do espago, se
colocarmos no aparelho A, para fazer par com B,, teremos evidente-
mente,

bx = by = bz = 0 (6.3d)

condi¢do impossivel de realizar nos aparelhos de projegio direta,
dada a impossibilidade material de superpor as cémaras. Nos apa-
relhos de primeira ordem, porém, e nos de segunda com proje¢do
indireta, serd possivel colocar o par no aparelho e ajustar as leituras
das componentes da base para atender & condigdo expressa por (6.3d)
e a zona comum seri observada no aparelho sem estereoscopia, o



Fig. 6.13

que de resto é evidente. Entdo, terminado o trabalho com o par
AiBs, a cAmara A serd portadora da foto A, e a orienta¢do dessa
nova cdmara estard perfeita quando forem eliminadas as paralaxes ho-
rizontais P e transversais p que fatalmente surgirdo no modélo plano
em virtude dos erros nos parAmetros angulares da cimara A,. Esco-
lhendo trés pontos da projecdo co-
mum distribuidos como mostra a
Fig. 6.14 e neles medindo as pa-
ralaxes horizontais P e as trans-
versais p, os valores dessas permi-
tirdo calcular as corregdes dos pa-
rdmetros de orientagdo da cAma-
ra A;. Deduzamos as expressoes
que as fornecem.

Na expressio (2.1g) os tinnos di-

Fig. 6.14

ferenciais de coeficiente i sdo os
deslocamentos dx produzidos pelos erros nos parimetros de orienta-
¢do. De acordo com a convengiio ji adotada, a soma désses termos,
tomada com o sinal contrério, serd a paralaxe horizontal P, logo, fa-
zendo

X = dbx = dby = dbz = 0O

teremos de (2.1g) 1
P =- % dg’ + y dy’ (6.3¢)

Quanto A paralaxe transversal teremos de (2.1j), para as condigdes
acima expressas,

y2
p=sde + L do (6.3f)

Para os trés pontos observados teremos de (6.3e) e (6.3f) para y=0,
a,-a
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P'l:—‘;_'d&jl p1=Zd&’
1 ' ’ r 32
P3=—;d[ﬂ+ad7 p3=zdrx—|——;dtx
2
P5=~%-d5"——ad-r’ p5=zda’+%—do¢
Destas expressdes tiramos prontamente
dy’ = (Ps — Ps)e/2a (6.3g)
de/ = (ps + Ps — 2p1)ez/2a’ (6.3h)

sendo ¢ = 6366.

Caleulados os valores de dy e du com as expressdes acima, a pas-
sagem para dk e dw serd feita utilizando o monograma da Fig. 3.1.
A agenda Zeiss apresenta um exemplo prético da aplicagdo do mé-
todo e aqui vamos reproduzi-lo seguindo outro caminho; as parala-
xes horizontais sio ai medidas através de bz e, como se trata de di-
ferengas, serd licito substituir nas férmulas deduzidas P por bz, da
mesma forma que substituimos p por by:

z = 360 mm a = 160 mm e/2a = 19,81 zpf2a? = 47,14
bx by
1 0,19 30,09 P, — Ps; = -0,29 dy’ = -0,20x 19,81 = 57

0,19 30,27
5 048 30,21 p;+ ps—2p; =030 do’ = 0,30 x 47,14 = 14,1

Do monograma (Fig. 3.1): dk’ = 203 dw’ = 15,1

A corregio do parimetro ¢ serd efetuada pelo método 6tico-me-
clnico, eliminando as paralaxes restantes, depois de introduzidas os
outros parimetros.

Orientada a cAmara A, em relagdo & Bs a foto que ocupa o por-
ta-chapa desta serd substituida pela Bj, que seri orientada em re-
lagio & A,. Nessa orientacdo poderd ser adotada a técnica adequada
a qualquer dos métodos de aerotriangulagio anteriormente descritos.
Eximimo-nos de particularizar a rotina peculiar & concatenagio de
fotogramas convergentes, pois, pelo que ficou dito, ficil serd orga-
niza-la.
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Carpirorno VII

ESTUDO DOS ERROS

7.1 — As fontes de érro

Foi v. Gruber quem primeiro abordou o estudo da propagacio
dos erros nas faixas de aerotriangulacio. Considerou éle a prepon-
derdncia dos erros sisteméticos e estabeleceu as leis de propagagéo
dos mesmos, expressas em forma de polindmios do segundo grau.
As férmulas que deduziu, priticamente ndo se alteraram até o pre-
sente, podendo ser obtidos bons resultados com a sua aplicagio.

A teoria desenvolvida por v. Gruber nio satisfez, porém, aos
investigadores mais exigentes, que ndo puderam admitir como siste-
méticos erros ‘que variavam até ao repetir-se a passagem da mesma
faixa no mesmo aparelho. De fato, embora as férmulas aplicadas
exprimissem de forma bastante satisfatéria as leis de propagagdo
sbbre as coordenadas instrumentais medidas, os erros de fechamento
eram realmente varidveis. Foram necessirios varios anos de apro-
fundado estudo dos especialistas para que tal ocorréncia tivesse sua
explicacdo.

Ao expormos a téenica instrumental, vimos que uma aerotrian-
gulacdo é o resultado de justaposigoes de orientagdes relativas. Em
tais circunsténcias, o ponto de partida para as investigagdes teve
de ser a pesquisa da orientagfo relativa. Esta exige a determinagio
de 5 parimetros, entre os quais existe uma correlagio perfeitamente
definida. Ora, o método dos minimos quadrados, desenvolvido para
a aplicacio dos geodesistas e topdgrafos, em sua pratica corrente,
ndo trata de observagdes correlacionadas e isto dificultava sobre-
modo uma ampla investiga¢gio do assunto.

A inaplicabilidade dos processos cldssicos dos minimos quadra-
dos & determinagfio dos erros da orientagio relativa manifestou-se
pela primeira vez quando, em 1934, R. Finsterwalder tentou obter,
através do método dos minimos quadrados, os erros médios dos pa-
rdmetros de orientagdo determinados pelo processo Gtico-mecénico.
Tendo realizado 25 vezes a orientagio de um mesmo par por ésse
processo, determinou o érro médio de uma determinacido de cada
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pardmetro. Em seguida, atribuindo & medida de uma paralaxe trans-
versal o érro médio de +0,03 mm, calculou ésses mesmos erros mé-
dios aplicando o método dos minimos quadrados is seis equagdes
de condigdo expressas pela tabela 2.2-I. Obteve concordéncia ra-
zodvel para os erros médios de g, bastante menos razodvel para os
de w e deploravelmente desconcertantes para os de k. Em 1940 E.
Gotthardt demonstrou que as diserepincias assinaladas por Finster-
walder eram devidas & correlagdo das varidveis em jogo. Finalmen-
te, em 1943, Bachmann realizou um notével trabalho em que logrou
harmonizar a teoria e a pritica e demonstrar mateméticamente como
deveriam ser calculados os erros que se deviam esperar do emprego
do método dtico-mecénico de v. Gruber.

Tomando como ponto de partida os seus préprios estudos sébre
a orientacgdo relativa pelo processo de v. Gruber, Bachmann realizou
em 1946 um profundo trabalho sébre a compensagio das triangula-
goes aéreas pelo método dos minimos quadrados, admitindo como
premissa a existéncia exclusiva de erros acidentais. Nesse trabalho
evidenciou-se 0 que podemos denominar de “dupla acumulacio de
erros”’ ficando claro que ésse fendmeno era responsivel pela asso-
ciagdo dos erros acidentais aos sistemdticos, dando & deformacdo da
faixa o aspecto de estar ela sofrendo apenas o efeito de erros pura-
mente sistemdticos. De fato Bachmann deduziu para a compensa¢io
dos erros acidentais polinémios do terceiro grau.

O fendémeno da acumulacio dupla j4 havia sido observado em
1944 por Gotthardt e devemos sua divulgagio de maneira extrema-

TABELA 7.2-1 TABELA 7.2-11
erros erros erros erros erros erros
acidentais acumulados duplamente acidentais acumulados duplamente
acumulados acumulados
v v’ 't v v/ v/
0,7 0,7 0,7 —0,4 —0,4 — 04
0,1 0,8 1,5 0,6 0,2 — 0,2
—1,0 —0,2 1,3 0,6 0,8 0,6
—26 —2.8 — 15 —11 —0,3 0,3
0.6 —22 — 3,7 0,6 0,3 0.6
0,9 —13 — 50 0.3 0,6 1,2
1,3 0,0 — 50 17 2.3 3.5
0,1 0,1 — 49 —21 0,2 3,7
—0,8 —0,7 — 5,6 1,8 2,0 5,7
—2,3 —3,0 — 86 —1,3 0,7 6,4
2,2 —0,8 — 94 1,2 1,9 8.3
—0,4 —1,2 —10,6 26 4.5 12,8
0,9 —0,3 —10,9 1,1 5.6 18,4
—0,2 —0,5 —11,4 0,1 5,7 24,1
—0,3 —0,8 —12,2 —1,3 4.4 28,5
1,0 0,2 —12,0 —16 2.8 31,3
—0,9 —0,7 —12,7 —1,4 1,4 32,7
—1,5 —2,2 —14,9

mente acessivel a J. M. Zarzycki em artigo publicado na revista
“Photogrammetric Engineering” no nimero de dezembro de 1955.



— 03 —

Para facilitar a compreensio de tdo importante fendémeno, repro-
duzimos nas tabelas 7.2-1 e 7.2-II os exemplos priticos que 14
encontramos mas com uma pequena modificagio que julgamos ne-
cessdria & harmonizagio dos resultados com as nossas dedugoes fu-
turas.

O exame destas tabelas mostra claramente que os erros duplamente
acumulados apresentam-se como se fossem o resultado da acumulagiao
de um erro sistemdtico. Nao h4 dificuldade em apresentar a expres-
sdo geral dos erros duplamente acumulados. Basta para isso partir
das expressdes dos erros acumulados e soméi-las:

vii = v

vy = vi + Ve

Vis=vi+ va+ vs

V'1=V1+V2+Vs+. 5 % . Vi
donde

v =[] = ivi + G-Dve + @-2vs + . . .+ Vv (7.1a)

Ora, como vemos nas tabelas acima, os valores de v/, que siio os er-
ros acumulados, sio aproximadamente da mesma ordem de grandeza,
apresentando na quase totalidade, os mesmos sinais e, entdo, a dupla
acumulagio, da qual decorrem os erros v/, apresenta-se como se re-
sultasse da simples acumulacdo de um érro sistemético.

Ora, numa aerotriangulagio onde s6 conhegcamos a orientacdo
rigorosa dos pares extremos, que sdo apolados no terreno, o que se
nos apresenta no ultimo par é o resultado, como veremos, de erros
duplamente acumulados, segundo a expressido (7.1a). Consequente-
mente, o caminho para a distribuicdo de tal érro é o de considerar
que nos defrontamos com um problema de observagdes condiciona-
das. A equacgio de condigdo serd obtida fazendo em (7.1a) i=n, isto é,

nv; + m-Dve + @-2)vy; + . . . +vi=W (7.1b)
onde W é o érro de fechamento, igual a [v’]. Considerando agora

que os pesos de v devem ser iguais aos ntmeros de vezes com que
concorrem para a formagdo de W, teremos

pr=n,p=(@l,. . . . Pp=1 (7.1c)

Portanto, as equagdes correlativas que resultam de (7.1b) reduzem-
se toédas a

vi=ve=wvi=. . .=10 (7.1d)
sendo C o fator correlativo; a equagdo normal seri formada substi-
tuindo vy, Vs, ete. por C, em (7.1b), donde

1+2+4+3+...+nC=W
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Tirando o valor de C e aplicando a férmula que fornece a soma
da série natural dos niimeros inteiros de 1 a n, teremos

C = 2W/n(n+1)
Entdo, tendo em vista (7.1¢), podemos transformar (7.1a) em
v=@014+2+34+. . .4+1C

ou,
v’ = i(i-1)CJ2 (7.2)

Podemos, pois, concluir, que v pode ser caleculado como se fosse o
resultado da acumulagio de um érro sistemitico C e que, na reali-
dade é um fator correlativo. Zarzycki propde que um érro dessa
natureza seja denominado “érro sistemdtico ficticio”, o que nos pa-
rece bastante apropriado.

A fim de facilitar as nossas dedugoes futuras, vamos deduzir
ainda as expressdes que fornecem os erros altimétricos dos pontos
nadirais. Examinando a (-_:ipressélo (2.1g) concluimos que os termos
diferenciais de coeficiente i representam as translagdes diferenciais,
segundo a dire¢do @, produzidas pelos diversos erros nos parfimetros
de orientagdo. Como s6 nos interessam os pontos nadirais e as fotos
consideradas s@o verticais, poderemos fazer em (2.1g), para os des-
locamentos da cAmara esquerda, cujo ponto nadiral designaremos
por Ni_j,

v =0 dbx = O
d?) = x’lﬁ_; dbz = AbZi_.l

onde fizemos dbx=0 porque convencionamos que todos os desloca-
mentos segundo bx sdo dados & cAmara 7. Assim, teremos:

. x? %
d'x = z(l + z—i)ﬁ@i._1 + 'E Aij._l (71f)

e, para a cimara direita, 7, teremos
X = xb y=0 dbx = Ab; dg = Ag: dbz = Abz;_,;
donde

dx"” = z[l + (,:}3)2] 9i1 + Ab; + %Abm (7.1g)

Correspondendo o ponto nadiral esquerdo & cAmara de ré, teremos
al x=0, logo, as expressoes (7.1f) e (7.1g) transformam-se em

dxf = ZA@i_l
Ni b2 b
d}(” = Z(l + %?) Acpj -f‘ Ab, — ;AbZi



By
e para Nj, como x=b, tiramos de (7.1f) e (7.1g),

Ni dx’

a1+ ) Agis + > Absiy
dx’! = Zﬁcpg - Abi

As diferengas (dx'’-dx’) sfo as paralaxes horizontais que multiplica-
das por z/b vdo fornecer os erros altimétricos 3zi_1 e ¥z

2
Vi = = %ﬁ@i_l e t ol ull PR ab ~ Abz  (7.1h)
: 2 2 2
82 = - z—_]}:L;\?i—l + %ﬁtpi 1 %Abi - Abzi_y
> (7.13)

Estabelecidas estas férmulas podemos iniciar o estudo da propagagéo
dos erros, para os virios métodos de aerotriangulacio expostos no
capitulo precedente. Antes porém de fazé-lo, queremos mencionar
que em 1952 R. Roelofs apresentou ao Congresso de Fotogrametria
de Washington um completo estudo da aplicagio do método dos
minimos quadrados & compensaciio de uma faixa de aerotriangulacéo,
atendendo A correlacdo das varidveis em jogo. Tal método, extre-
mamente laborioso, permitiu a J. Van Der Weele concluir que, com
as necessdrias transformagoes e simplificagoes, seriam também obti-
dos, como nas pesquisas de Bachmann, polinémios do terceiro grau
que, na realidade, representavam um refinamento das férmulas de
v. Gruber.

No estudo que faremos a seguir tomaremos em consideragdo os
érros sistemdticos e acidentais, aproveitando-nos das conclusdes aqui
tiradas sébre a dupla acumulagio dos erros.

7.2 — Aeropoligonacido

Imaginemos que numa aeropoligonacdo o par (i-1), i, durante a
orientacdo progressiva, tenha sido, por hipdtese, orientado sem érro
algum. Entfo, se introduzirmos na cAmara (i-1) os movimentos que
representam os erros verdadeiros

Ak
Awi
A?i—l
Abyi
AbZi_l
a anulacio das paralaxes transversais para restaurar a orientago

relativa serd efetuada introduzindo na cAmara ¢ as seguintes corre-
¢oes:
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Aks = Axjg
Awi = Awi,
Agi = Agi (7.2a)

.ﬁbyi = Abyi_1 + b$K1_1
&bm = AbZi._.l —— bA\'pi_l

A ndo ser a inclinagio Awi_; que acarreta paralaxes transversais
eliminadas imediatamente com inclinagdo idéntica da cémara 7, as
demais corregdes requerem uma explicagio mais detalhada. De fato,
como estamos cuidando de fotogramas verticais, podemos fazer na
tabela 2.2-1

dy' = Ay
dg’ = Agi
dby’ = Aby: — Abyi_

dbz’ = Abzi ] Abzi_;

Consequentemente, se considerarmos nulos na tabela 2.2-1 todos os
pardmetros exceto dy’=Aki_; e dby; = Aby; — Aby;_,, teremos

p1 = — bAki_1 + flin —Abyi_:

e agora, considerando nulos todos os pardmetros, exceto d@’'=Agi_,
e dbz’ = Abz - Abz_,, vird

ab a
Ps = = pPs = — _Z‘A@i—l o ;(Ahz; — Abz;_y)
Entdo, se fizermos nestas duas tltimas expressdes py = p; = ps

= 0O, poderemos tirar os valores de Aby; e Abz, obtendo as duas
ultimas férmulas do grupo (7.2a).

Considerando agora que durante a orientagiio relativa estdo
presentes os erros sistemdticos dk, dw, d¢, dby e dbz e os aciden-
tais dk, dg, dw, dby e dbz, as expressoes (7.2a) transformam-se em

Aki = Ak + E{' —+ dg;

Aw;i = Awiy + do + do;

Ag = Agiy + do + da (7.2b)
Aby; = Abyi_1 + bAki_; + dby + dby;

Abzi = Abz;_l —+— bx".\tpi_l. + dbz —|— dbzi

A peniiltima destas expressdes mostra que o érro no parimetro
k reflete-se sdbre by acarretando um érro no azimute geral do par.
Da mesma maneira, o érro em ¢ produzird uma alteragio em bz pro-
duzindo um desnivelamento longitudinal do modélo. No desenvolvi-
mento que faremos a seguir mostraremos que ésses erros se propa-

gam durante a orientagdo progressiva obedecendo a leis perfeita-
mente definidas.
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Partindo das expressoes (7.2b) podemos escrevé-las explicita-
mente para cada uma das cmaras que se sucedem durante a orien-
tagdo progressiva. Mas ndo s3o os elementos expressos em (7.2h)
que nos interessam diretamente e sim os erros das coordenadas da-
dos em funcdo daqueles elementos. Para deduzirmos a expressio de
Ay podemos partir de (2.1h) e (2.1i), a primeira delas fornecendo o
deslocamento da imagem devido & desorientacdo da cédmara de ré
(i-1) e a segunda o que decorre da desorientac¢do da cimara de vante 7.
Como no momento s6 nos interessam os pontos situados no eixo da
faixa e estamos considerando o caso de fotogramas nadirais, podemos
fazer y=0 e

d'ﬂ A(l]i._l da’ - A(l]i
em (2.1h) dy = Ak e, em (2.11) dy’ = Ax;
dby = Abyi_; dby’ = Aby;i

e, assim, teremos

dy = zAwiy + xAxi-1 + Abyia

dy’ ZA&); + (K—b)AI{,i -]- Abyi
A diferenga entre estas duas expressdes é a paralaxe transversal re-
sidual. Entdo, ao medir a coordenada do ponto a que essa paralaxe
corresponde o operador instintivamente procurard pdér a marca este-
reoscépica no ponto que divide dy’-dy em duas partes iguais, logo,
o érro Ay sers igual & semi-soma de dy e dy’. Assim sendo, teremos

= [zAwim + xAki + Abyia +

+ zAwi + (x-b)Axi + Abyi]/2

logo, para o ponto nadiral Nj_;, em que temos x=0 e para o ponto
Ni, onde x=Dh, teremos respectivamente

1. 1
Avir = sAw + Aw) — 5 bAw + S(Abyi + Aby)

Avi = 2(Aeis + Aw) + 5 b + 5(Abyis + Aby)
Dai tiramos imediatamente
Ay; = Ayia + %(Am—x + Axj)
ou, tendo em vista a primeira expressdo de (7.1b),
Ayi = Ayis + DAxcy + 2@ + de) (7.2)

Particularizando esta expressdo para cada um dos pontos nadirais,
podemos escrever:
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I

Ays J;l(& + dko)

Ays - Ays = bAk:s + %@ + dkg)

Ays — Ay; = bAxs + %(ac + dks)

Ayi - Ayia = bAki + (@ + i)
Somando estas expressdes membro a membro, teremos
-1 — i
fiyio= b 3 Ae 4 DAV 4 25ds (7.2d)
2 2 2 2
i-1

A soma ZAk é um caso tipico de dupla acumulagio que deve ser
2

tratado como se segue. Da primeira expressio do grupo (7.2b) par-
ticularizada para cada projetor, tiramos:

Axs = dk + dke = dx + ds

Akg = Aks + dx + dk; = 2dx + dke + dks

Aks = Axg + dx + ds = 3dx + dke + dks + dkq

Akioi = Axiss + dx + dxioy = (-2)de + dke + dks +

deg . . . + dx;
Somando membro a membro, teremos
i—1 —
SAk =1 +24+3+...... + (i-2)] dx +
: +(@{-2)dxs + (i-3) dx + (i4) des + . . . . . . + dx;

A soma dos termos em dx; é exatamente da mesma forma que (7.1b),
logo, podemos substituir dk; pelo érro sistemético ficticio dk’ e trans-
formar a expressdo precedente em

i—1

Ak =[1+2+34...... + (-2)] (dx + dx’)
2

ou, tendo em vista a expressdo que fornece a soma dos nimeros na-
turais de 1 a (i-2) e fazendo
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dx + d¢’ = dA
vird i1

SAk = (i-1) (-2) dA/2 (7.2¢)
2
e a expressdo (7.2d) transforma-se em ‘
Ay = b-Ddx2 + bE-1(-IA2 + = dk
2

Nesta expressio a acumulag¢ido simples dos erros acidentais pode ser
abandonada e, assim a férmula reduz-se a

Ay; = b@-1)dx/2 + b(i-1)(-2)dA/2 (7.26)
Entdo, como b é praticamente constante, bem como dk e 'rif, se a-

tribuirmos a ¢ valores inteiros sucessivos, construiremos um grifico
como o que vemos na Fig. 7.1, mostrando que a orienta¢fo dos eixos

Fig. 7.1

instrumentais varia progressivamente A razdo de dA. Consequente-
mente podemos dizer que dA é um érro sistemético ficticio de azi-
mute, responsivel pela variagio da orientagdo dos eixos do aparelho.
Se considerarmos os erros Ay em dois pontos nadirais consecutivos,
a Fig. 7.1 nos mostra que o desvio dos eixos instrumentais no par
considerado serd expresso por
AA = (Ayi - Ayi)/b
Ora, se em (7.2f) fizermos i=i-1 e subtrairmos de (7.2f) a expressdo
resultante, teremos _ _
Ay; - Ayizi = b dg/2 + b(i-2)dA
que substituida na expressio precedente conduz a
AA = d«/2 + (-2)dA (7.2g)
Se no primeiro par da faixa determinamos, em fungéio do apébio ter-

restre, o azimute A;; onde 12 indica o par 1-2, a Fig. 7.1 nos mos-
tra que o azimute do par (i-1), i serd dado por

Al = Az — dx/2 + AA
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ou, de acdrdo com (7.2g) o
A(L), = A + (-2)dA (7.2h)

Se determinarmos também o azimute no ltimo par da faixa, consti-
tuido pelos projetores (n-1) e n, teremos, de acoérdo com (7.2h),

AG-D)m = A + (0-2)dA

donde podemos deduzir o valor de dA

TA A(n-—‘f)yﬂ 3 Al:!

dA = = (7.2)

Conhecido dA através desta expressio poderi ser conhecido o az-
mute em qualquer par, usando (7.2h).

Examinando a Fig. 7.1 verificamos que se a curva determinada
pelos pontos nadirais tiver um_grande raio, o que na realidade acon-
tece na pritica, as bases, que so cordas dessa curva, podem ser con-
sideradas confundidas com ela. Por outro lado, a distincia de um
ponto nadiral 4 origem pode ser tomada muito aproximadamente
como x = b(i-1) pois b pouco se afasta de um valor médio, con-
sequentemente, substituindo em (7.2f) i-1 por x/b, teremos

Ay = (dx/2 - dA/2)x + (dA/2b)x?

Nesta expressdo suprimimos o indice da corre¢do Ay, porque ji vi-
mos a possibilidade de identificar as bases com os arcos de que sio
cordas, e considerar a expressio deduzida como uma fungfo con-
tinua de «. Examinando esta expressio verificamos que para x=0
teremos Ay=0 o que mostra, como era de esperar, ser nulo o érro
na origem da faixa. Como, por outro lado, os coeficientes de z devem
ser sempre determinados em fun¢do do apbio terrestre, serd conve-
niente representar as constantes por simbolos literais, o que nos per-
mitird escrever, de maneira geral,

y = bix + bsx? (7.2))

O conhecimento dos erros sdbre as abcissas @ depende do conhe-
cimento dos erros altimétricos e, em vista disso, estuda-los-emos em
primeiro lugar. A fim de evitar a constante repeticdo de palavras,
estabelegamos, de um modo geral, o resultado da soma de quaisquer
expressdes de recorréncia, caracterizadas pela possibilidade de de-
terminar qualquer quantidade numa série, em fungdo da que lhe
precede imediatamente. Tais sdo as expressdes do grupo (7.2b) que
sdo todas da forma

M; = Mi; + P + @
donde _
LL besic o N[i_l =P + Qi
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Consequentemente,
S M- Mas) = (Ms—My) 4+ Ma=M) + . . .. . +
L s - My + (Mia - Mio) + O - My =
= M; = (-1)P + % Q (7.2k)

Estabelecida esta expressio podemos iniciar o estudo dos erros alti-
métricos.

Considerando o par (i-1),i, o érro da diferenga de nivel, medida
no aparelho, entre os pontos nadirais N; e Ni_;, produzido pelos
erros nos pardmetros de orientagio, é dado pela diferenga entre as
expressdes (7.1h) e (7.11):

dez’ = -b(A¢iy + Ag) + Abz — Abzi,
= 2bAgi-1 — b(Agi — Aginy) + (Abz — Abz; )
Considerando, por hipétese, o par (i-2), (i-1) isento de érro, no trans-
porte déle para o (i-1), i serd cometido um érro acidental de leitura

no ponto Nj_;, cujo valor total exprimiremos por dz, e que deverd
ser somado ao érro acima expresso:

AZi = AZj_l = —2bﬁ Qi1 — b(A Qi — -ﬁ‘?i—l) + (AbZi = AbZi_l) —I" (IZi__l

O érro sistemético de leitura altimétrica foi ignorado porque éle acar-
retard um efeito igual sébre tédas as cotas, eliminado logo no pri-
meiro par por um simples deslocamento do zero instrumental. So-
mando membro a membro as expressdes que se tiram da precedente
fazendo sucessivamente

e tendo em vista que Ag, = bz; = dz; = 0O, teremos de (7.2k)
i

i-1 -1
Az = 2bXAg — bAg; + Abz; + X dz (7.20)
2 2

Ora, aplicando o mesmo critério & iltima expressio de (7.2b), tere-
mos

i1 — i
Abzi = bX A¢ 4+ (i-1)dbz 4+ X dbz (7.2m)
2 2
entdo, substituindo éste valor em (7.20),
i-1 = i i-1
Az; = -bX Ag — bAg; + (i-1)dbz 4+ X dbz + X dz
2 2 2

i-1
Nesta expressio TAg é um caso de acumulacio dupla, exatamente
2

i1 i-1
da mesma natureza que TAk logo, para obtermos ZAg partindo
2 2
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da terceira férmula do grupo (7.2b), seguiriamos caminho exatamente
idéntico ao trilhado para obtermos (7.2¢), partindo da primeira da-
quele grupo. Assim sendo, poderemos substituir em (7.2¢) dA por
de e escrever

TAg = (-1)(-2/092 (7.21)

sendo
d¢ = do + d¢’
o érro sistemdtico ficticio de nivelamento longitudinal. Entdo, subs-
i-1
tituindo XAg

R i i-1
Az = —b(-1)(-2)d¢/2 — bAg + (-1)dbz + = dbz + = daz
2 1

onde ainda necessitamos substituir Ag; pelo valor que obtemos par-
tindo da terceira expressio do grupo (7.2b) e aplicando a férmula
geral (7.2k) que fornece

Ag = (e + = do (7.20)
2
Teremos, assim, abandonando a soma geral dos erros acidentais,
Az = -b(-1)(de + dbz/b) — b(-1)(i-2)dg/2 (7.2p)

Lancando mdo dos mesmos argumentos invocados para o tragado
da Fig. 7.1, poderemos tragar a Fig. 7.2, que mostra o encurvamento

do modélo no plano xz, em consequéncia do érro d¢, denominado
geralmente érro de convergéncia e que é responsivel por considerd-
veis erros altimétricos, particularmente se for grande o mimero de
modelos da faixa. Outrora supunha-se que ésse érro fosse de natu-
reza puramente sistemdtica mas, pelo préprio desenvolvimento que
fizemos, ficou claro que a dupla acumulagio dos erros acidentais
concorre exatamente para o mesmo fim que o érro sistemético.
Da mesma forma que partindo de (7.2f) obtivemos (7.2h) e (7.2i)
poderemos deduzir, partindo de (7.2p) e seguindo a mesma marcha,
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$(i = éue + (-2)dg (7.2q)
T $la—1)yn — d12
¢ = N TR (7.2r)

Fazendo, como antes, i-1=x/b e substituindo em (7.2p) teremos

Az=—-h(@—a_ ap)—-g—gx”

ou, representando literalmente os coeficientes de z e 22
Az = ex 4+ ceox? (7.2s)

Podemos agora estudar os erros das abcissas, partindo do érro
altimétrico. Sendo Az o érro altimétrico verdadeiro no ponto na-
diral N;, para obtermos o érro Ab; da base que ferming no projetor
1, poderemos substituir em (7.1i) 3z pelo érro verdadeiro e tirar o
valor de Ab; que lhe corresponde. Como, porém, isto importa numa
série de transformagdes algébricas, vamos operi-las lentamente para
que se torne claro o desenvolvimento.

Substituindo em (7.1i) 3z; pelo valor de Az dado em (7.2]) e

tirando o valor de -g— Ab;, obteremos

Z i-1

T Ab: = —QbEAcp - bAg + Abz + Zdz

2
= %(Aq:; - Agi) + bAgis + Abzi_y

ou, tirando da terceira e da tltima expressdes do grupo (7.2b) os va-
lores de (Ag; — Agi—1) e Abzi_,, respectivamente, e substituindo
acima,

7 i-1

EAbi = ~2bEAqJ + 2Abz — dbz — dbz; — bAg; -

> il
- e + dei) + Zdz

»

e, tendo em vista a expressio (7.2m) e a (7.2k) aplicada & terceira
do grupo 7.2b.

Edz

SABi= o 2(1-2)dbz + dbz + 2“dbz + dbz

— b(-2)do - m do;

pd bEdq:— tb'

-



ou, fazendo 7?2 4+ b?

db

ol m

dbagi = - Ay = % db’;

dzi_y + 2dbz — b dg = % db;

resultara - _ i-1
Ab; = db’ 4 (-2)db + X db + db’;
Fazendo nesta expressdo, sucessivamente, i=2, 3, 4, ..... , teremos
Ab; = db’ + db’s
Ab; = db’ +  db + dbs + db’;

Absy = db’ +  2db + dby + dbs + db’,

Ab; = db’ 4+ (-2db + dbs + dbs + . . . . + db’;
Ora, como as abcissas dos pontos nadirais podem ser expressas, com
bastante precisdo por

Xi = b+ by +bs4+ . . ..+ b
teremos Ax; = Abs + Abs + Aby + . . . . . + Ab;
logo, para obtermos Ax; bastard somar membro a membro as ex-
pressdes anteriores, onde haverd uma acumulacio dupla dos erros
acidentais dbi, para formar o érro sistemdtico ficticio que designa-

remos por Db e, assim, teremos a expressio que se segue, onde a-
bandonamos a soma simples dos erros acidentais db;:

Ax: = (i-1)db’ + (1-1)(i-2)Db/2 (7.2t)
Como nos casos anteriores, poderemos substituir nesta expressio ¢
por x/b 4+ 1 e representar as constantes por simbolos literais. Assim
procedendo, obteremos o polinémio que se segue:
Ax = a;x + asx? (7.2u)
Para estudar o érro progressivo de escala, decorrente do érro
das bases, é necessdrio atentar para uma sutileza. De fato, sendo
Ax; obtido somando os valores sucessivos de Ab;, de i=2 a i=i,
claro estd que deveria verificar-se a identidade
Ax; ~ Axi_; = Ab;
que, no entanto é destruida pela acumula¢io dupla dos erros aci-
dentais. Teremos, em vista disso,
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Ax; - Axiy = ds;
sendo ds; o érro da distdncia entre os pontos nadirais N-_; e N;, me-
dida no modélo. Sendo S o valor natural dessa distincia e K o
denominador da escala de restitui¢do, varidvel com s, teremos

s = §/K
donde
lgs = 1g.S5 - 1g.K
e, consequentemente,
dsfs = — dK/K 7.2v)

Ora, fazendo em (7.2t) i=i-1 e subtraindo o resultado de (7.2t) te-

remos o coe
ds; = Ax; - Axj; = db’ + (i-2)Db

entdo, substituindo éste valor de ds; em (7.2v) e tirando o valor de
dK, teremos - e
dK = Kdb'fs + (i-2)KDb/s
ou ainda, fazendo . _
Kdb'fs = dK,
e _— =
KDb/s = dK

dK = dK, + (-2)dK

Se podemos determinar com rigor, em fungio dos pontos de apdio,
" o valor K;; do denominador da escala no primeiro par, um racioci-
nio andlogo ao que fizemos ao deduzirmos (7.21) permite-nos escrever
para o par (i-1),i .

K(i_),; = K2 + (-2)dK (7.2w)

nio havendo também dificuldade em compreendermos a legitimi-
dade da expressio

—— _ K ~ Kne

dK = 2 (7.2%)

que define o érro sistemdtico ficticio de escala.

Deduzimos até aqui as expressdes que definem os erros dos pon-
tos situados no eixo da faixa. L claro que os pontos laterais tam-
bém estdo afetados de erros que podem, da mesma forma, ser expres-
sos por polindmios onde aparecerdo também as ordenadas y. Nio
deduziremos, no entanto essas expressoes, uma vez que nfo as uti-
lizaremos no método que preconizamos para a compensagio dos erros
da faixa, para o que escolhemos as varidveis: azimute A, denomi-
nador da escala K, inclinagdo longitudinal ¢ e inclinagiio lateral Q.
Esta tltima, que sé afeta as cotas dos pontos laterais, pode ser fa-
cilmente deduzida dos erros das inclinagdes © dos projetores.

Escrevamos a seguir a segunda expressio do grupo (7.2b) e a
que obtemos nela fazendo i=i-1:
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Awi = Awiy + do + do;
Awiny = Awie + a-l + dwi

Podemos entdo considerar que a inclinacdo transversal média do
par (i-1),i é igual & média destas duas expressdes e, assim podemos
escrever:

3 AuitAo) = S + Aoy + T6 + S(doi + dory)

ou, fazendo

1

E(Ami 4+ Awicy) = Qi

1

E(Awi—l + Awiz) = Qi s,i-1

1

E(dwi + doi-) = dQ;_y,;
resultard

Qi = Qicnyiey + do + dQgo,i
que, como as outras ji deduzidas, é também uma expressio de re-
curréncia. Assim sendo, poderemos particularizd-la para cada um
dos pares da faixa escrevendo

Qyy = Qm + -CE; + d_st
Qs = Qo + do + dQs,

O = Qs + do + dQqs

Qicnyi = Qicnyany + do + dQ 1y

e, somando membro a membro e cancelando os termos semelhantes,
— il
Qi1)yi = Q2 + (-2dw + T dQ
23

Como neste caso ndo existe dupla acumulacio de erros, tanto os er-

ros acidentais como os sisteméticos deverdo ser distribuidos de ma-

neira andloga e, assim, poderemos transformar a expressdo prece-
dente em A

Qi—yyi = Q2 + (-2)dQ (7.2y)

que é exatamente da mesma forma que as ja obtidas para A, ¢ e K.
De (7.2y) podemos deduzir imediatamente
Te) Q‘(n—l)m ks QI"

dQ = ‘————T (7.22)
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que também apresenta inteira analogia s que deduzimos para dA,
d¢ e dK.

Na série de expressbes que deduzimo6s omitimos a influéneia
sObre as abcissas @ da curvatura da faixa em azimute. Como porém
o érro que daf resulta é exatamente da mesma natureza que o de-

corrente da esfericidade terrestre, estuda-lo-emos juntamente com
éste.

7.3 — Efeito da curvatura da Terra. Resumo das férmulas

Se na Fig. 7.3 I, II, III, etc. sdo os pontos em que de um avido
foram tiradas as fotografias da Terra, se considerarmos que o véo
foi realizado com altitude praticamente constante, é claro que a res-
tituicdo s6é seria perfeita se pudesse ser efetuada sbébre um cilindro
tangente & esfera, cujo raio estivesse para o da Terra numa relacio
. igual & escala de restituigdo. Como esta é fundamentalmente varidvel
com as necessidades préticas, também o raio da superficie deveria

Fig. 7.3

ser varidvel, o que seria praticamente irrealizdvel nos aparelhos de
restituigio. Em vista disso a superficie onde se forma o modélo é
sempre um plano passando por N; (Fig. 7.3).

Como primeira consequéncia da curvatura da Terra, verifica-
mos que na aeropoligonagdo os raios nadirais de duas fotos conse-
cutivas apresentam uma convergéncia igual ao 4ngulo v das verti-
cais e, assim, os modelos 6ticos mostram, em relagdo & projegdo, um
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desnivelamento longitudinal que cresce progressivamente & razio de
y. Da Fig. 7.3 tiramos

@12 = y

¢ 2 = 2y

a4 = 3v

¢y = (-1)v
donde ¢ i-ni = ¢'12 + (i-2)v

entdo, como d¢ é um érro de aspecto sistemdtico, podemos conside-
rar nele incluido v, como nos faz concluir o exame da expressio (7.2q).
Para determinar o efeito da curvatura terrestre spbre a altimetria
observemos que se R/K é o raio médio da Terra reduzido i escala
do modélo, a Fig. 7.3 nos mostra que

b = Ry/K
consequentemente, se no segundo termo da expressio que precede
i_rﬂediatamente (7.2s) substituirmos b por éste valor e ai fizermos
d¢ = v, teremos, na escala do modelo, o érro altimétrico, proveniente
da curvatura da Terra, expresso por

8z = Kx?2R
Para obtermos o valor natural désse érro bastard multiplicar esta
expressio por K, resultando

AZ = (Kx)?*2R

»

ou, como Kx = X, que é a extensio natural da faixa,
AZ = X?%2R

Para X=50 km, R=6.400 km, temos um érro altimétrico de 195 m.
Vemos, assim, que o efeito da curvatura terrestre limita, por si sd,
a extensdo das aeropoligonacdes. Um critério razodvel é ndo efe-
tud-las para um nimero de pares superior a 10, mesmo porque quan-
do d¢ e v se somam, o érro altimétrico poderd exceder bastante o
que acabamos de calcular.

O érro planimétrico, como mostra a Fig. 7.3, é igual a diferenca
entre a distdncia N;A e o arco NiN; que deveria ser desenvolvido
sobre Nix. Da Fig. 7.3 tiramos

NA = B sen(i-1)v

K
mas, se & é o arco NN, teremos
(i-)v = xK/R
logo, i
NA = E— sen R

K R
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e, como o arco xK/R é pequeno, podemos desenvolver em série o seu
seno s6 conservando o termo de terceira ordem; assim, teremos
NA = x — x*K?*6R*?
consequentemente, como N;A é a abeissa instrumental, podemos
exprimir o érro planimétrico por
Ax = - x?K?/6R? (7.3a)
Para conhecermos o valor déste érro nas dimensées naturais, necessi-
tamos multiplicar (7.3a) por K o que nos di
AX = - x3C3/6R?
ou, tendo em vista que X=xK,
AX = - X3/6R*?
Para os valores considerados no cédlculo do érro altimétrico, X = 50

km e R = 6.400 km, encontramos AX = 5m, o que mostra ser o
érro planimétrico bastante pequeno, comparado ao altimétrico. Nio
podemos deixar de considerar, no entanto, que o érro d¢ pode au-
mentar o valor caleulado, sendo seu efeito aumentar a curvatura
da faixa, ou reduzir o seu raio na expressio (7.3a). Assim sendo,
na expressio geral do érro de x deveremos acrescentar um termo
em x3, definido por (7.3a). Resumindo, as expressoes que fornecem
os erros das coordenadas dos pontos situados no eixo da faixa serdo
Ax = a;x + ax? + axd
Ay = bx 4 bax? (7.3b)
Az = cix 4+ cox?
onde a primeira delas foi obtida somando a (7.2u) o termo de ter-
ceiro grau e as duas outras sdo as mesmas férmulas (7.2]) e (7.2s).

Caso haja uma mudanga na origem das coordenadas tal que

x=x 407
y=¥ +q
z =3z +r
ao substituirmos éstes valores em (7.3b) chegariamos a
Ax' = a’ + ax’ + ax’? + ax’
Ay" = b’ + bix’ + bax'? (7.3¢c)

Az = ¢ 4+ ex! 4+ cex'?
onde 2/, b’ e ¢’ sdo fungdes apenas de a, beec, p, ger

Se compararmos a Fig. 7.1 com a 7.3, verificamos que o encur-
vamento da faixa no plano xy deverd acarretar um érro planimétri-
co em x exatamente da mesma forma que o produzido pela esferici-
dade terrestre. Assim sendo, no termo de terceiro grau de (7.3c)
estard incluido ésse érro.

Conforme ji tivemos oportunidade de esclarecer, nas investiga-
¢des mais elaboradas as corregdes Ay e Az também sfo expressas
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por polinémios do terceiro grau, mas a experiéncia mostra que o
grupo (7.3c) atende perfeitamente ds necessidades priticas.

7.4 — Aeronivelamento

Nao serd aqui necessario pesquisar o érro das ordenadas porque
tudo se passa exatamente como na aeropoligonagio, permanecendo
vélidas as expressdes (7.2) e (7.2j) e, consequentemente, a segunda
de (7.3c). Evidentemente, ndo aconteceri o mesmo com 08 €rros
Az porque todos os pares sdo nivelados com os elementos fornecidos
pelo estatoseépio. Por outro lado, como o transporte de escala é
efetuado da mesma maneira que na aeropoligonagdo, os erros Ax
dependerfio dos erros Az que se cometerem no aeronivelamento.

Tendo em vista que, no aeronivelamento, os valores de bz sdo
considerados isentos de érro, devemos suprimir a tltima expressdo
do grupo (7.2b) e, como em cada par ambas as cimaras sfio orien-
tadas em ¢, a terceira expressio désse grupo deverd ser substituida
por _

Agi = do + dy (7.42)

pois o érro Agi_; cometido na orientagdo da cdmara (i-1) no par

(i-2), (i-1) é completamente independente de Ag¢’i_; que ocorre na
reorientagio da mesma cAmara no par (i-1),i.

Fazendo na expressio que precede imediatamente (7.21)
AbZi = AbZi_l =0
teremos
Azi — Az, = -b(Adim1 + Ag) + dzi
ou, tendo em vista (7.4a) e a que dela se tira fazendo i=i-1, Ag;=
=A¢'i1 e dei=dg’i
Az — Az = —b(2d;a + d?'i—x -+ dq‘»?i) + dzi,

A fim de particularizar esta expressdo para cada um dos pares da
faixa é necessirio estabelecer inicialmente como devem ser encara-
dos os erros no primeiro par. Para maior facilidade suporemos que
o nivelamento longitudinal do mesmo foi efetuado com os dados es-

tatoscépicos, o que permite também aplicar a expressdo precedente
a ésse par, fazendo antes,

AZ; = le = 0
Desta forma teremos

Azs = b@de + d¢/s + dg»)

Az — Az, = *b(‘ﬁ? + d¢’s 4+ dgs) + dz.
Azy — Az; =

b@2dg + d¢’s + dgs) + dzs

Az; - Az, = —b(ﬁa + d¢'ia + de) + dziy
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A soma membro a membro destas expressdes fornece
Az = -b(2de + d¢s + dgs) - 2b(i-29)de +
i i1 i-1
+ b(E2] de + 2 d¢) + X dz (7.4b)
1 2

ou, fazendo _

2de + d¢'s + dg2 = ¢ (7.4c)
e abandonando as somas simples dos erros acidentais, teremos

Az; = b1 — 2b(-2)do

ou, tendo em vista que i = x/b + 1

Az = (bé1s + 2bdg) — 2bdy x
donde concluimos que o érro altimétrico cresce linearmente com z
e ésse crescimento pode ser considerado como fung¢io apenas do érro
sistemdtico, desde que consideramos licito abandonar as somas dos

erros puramente acidentais. Adotando o critério de substituir as
constantes desta ultima férmula por simbolos literais, teremos

Az = ¢o + exx (7.4d)

Podemos agora deduzir o érro Ax. A fim de simplificar o tra-
balho de escrita substituamos em (7.4b) a expressdo (7.4¢) e fagamos
ainda:

b d¢'ia + b dg + dziy = d7'i,

Teremos, assim,

— i
Az; = -be¢is — 2b(i-2)de + Zdz’ 4 dz’; (7.4¢)
3

Para obtermos Ax; é necessério, tal como na aeropoligonagio, obter
o érro Ab; num par qualquer, correspondente ao érro Az;. Assim
sendo, devemos substituir em (7.1i) 8z por (7.4e) e tirar o valor de

z

b Ab;, fazendo antes

Abz; = Abzi; = O
Agig = -(-1; + de'ia
Ag ='dp + do
Assim operando, obtemos :

PaLs, P i—-1 2
%Abi = b{de — ¢1) - 2b(i-2de + = dz’ + % do; -
3

2 b2
i %_ d?’i—l + dz’l
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Simplifiquemos ainda o trabalho de eserita fazendo nesta expressio
z

b(de - ¢1) = 3 db’
_ ,
—2bdg = B— db
Ay = — dby;
b
! 22 22 bz r !
as'y + Fdai - —Jg— dgfin = + db;

donde
. _ i1
Ab; = db” + (-2)db + = db + db’
3

Examinando o desenvolvimento que conduziu a (7.2t) verificamos
que partindo da expressdo que acabamos de deduzir obteremos uma
férmula idéntica a (7.2t), o que nos dispensa de repetir o desenvolvi-
mento. Isto nos permite concluir que a planimetria pode ser tratada
aqui exatamente da mesma forma que na aeropoligonagdo, sendo
também vélidas as expressdes ji deduzidas para o azimute A e o
denominador da escala K.

Esclaregamos agora um importante aspecto do problema do
aeronivelamento, relativo & determina¢io da inclina¢do longitudinal
¢ de cada modelo, uma vez que esta é, como j& mencionamos, uma
das varidveis que usaremos na compensacio da altimetria. Conforme
mostramos no parigrafo anterior, a curvatura da Terra produz na
aeropoligonacio um encurvamento do modelo no plano xz, sendo o
angulo das verticais v o 4ngulo formado entre dois modelos consecuti-
vos ou, mais precisamente, as suas bases, conforme mostra a Fig.
7.3. Os residuos de distor¢do radial, por sua vez, produzem parala-
xes transversais cuja eliminag¢do acarreta a convergéncia dos raios
nadirais cujo valor ¢ soma-se algébricamente a v, concorrendo para
o aumento ou a diminui¢do da curvatura produzida pela esfericidade
terrestre. Em instrumental de baixa categoria o valor de ¢ pode
atingir a valores aprecidveis, superiores ao de v e mesmo de sentido
contrario. Assim é que na D.H.N. quando eram usados no aeromul-
tiplex redugoes de fotogramas da cdmara Zeiss 30x30 cm? a correcdo
da distor¢do era tdo deficiente que o modélo apresentava invaria-
velmente uma curvatura para cima, como mostra a Fig. 6.8, ao con-
tririo da que apareceria em decorréncia da curvatura da Terra. E
claro que, no caso da aeropoligonagdo, tanto ¢ como v estdo inclui-

—

dos no érro sistemdtico dy, concorrendo para a sua formag¢io com o
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sinal da soma algébrica ¢ + v. No caso do aeronivelamento, po-
rém, onde o modelo é desenvolvido s6bre o plano de projegfio, a in-
clinagiio 8¢ dada & clmara de ré ao mudar-se de par, pode ser
justificada examinando a Fig. 7.4. Ai vemos os raios nadirais con-
vergindo em cada par de um aeronivelamento. Se Agi_; e Ag'i,;
sdo os erros verdadeiros de inclinagdo da cdmara i-1 nos pares (i-2),
(i-1) e (i-1),i, respectivamente, deduziremos da Fig. 7.4

Agiy = do — o2 — y2 + doiy

A¢'isy = do + o2 + v/2 + d¢'ia
Se estivessemos efetuando uma aeropoligonacdo, os raios nadirais
Ni—1 e N’ seriam trazidos & coincidéncia mediante uma rotagio
-Agi_1 em (i-1)Ni_; e outrora A¢’i_; em (i-1)N’;_;, consequentemen-
te, a inclinagdo 3¢i—; que damos & clmara i-1 para mudar de par
é igual & diferenga entre as expressdes precedentes, isto é
31 = o + v + de¢'i — doiy

ou, fazendo -
o+ v=d¢ e d¢ia— dg = dp
3¢i-1 = d¢ + doi (7.4

Aqui podemos tirar uma conclusio importante. Se somarmos
as expressdes cuja diferenga conduziu a (7.4f), teremos eliminados
os erros provenientes da curvatura da Terra e da distor¢do radial
e é justamente essa soma que ocorre quando deduzimos (7.4d). Ve-
mos, pois, que num aeronivelamento sio automditicamente elimina-
dos dois importantes erros sistemdticos. H4, porém, interesse em
eliminar ésses erros por outro caminho, na determinag¢io da inclina-
¢do longitudinal ¢ em cada modelo, uma vez que esta é uma das
varidveis que utilizaremos ao realizar a compensacio da faixa.
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Para a determinacdo dos valores de ¢ teremos de reduzir o aero-
nivelamento & aeropoligonacdo que lhe corresponde. Se (7.4f) re-
presenta a diferen¢a de inclinagdo longitudinal entre dois modelos
consecutivos nessa aeropoligonac¢io, podemos eserever

$(i-1)i = ¢(i-2),(i-) + i (7.4g)

que, sendo uma expressdo de recurréncia, poderd ser tratada como as
anteriores, conduzindo & expressido

i1
#(i-1)yi = ¢ + Ej 3¢

Se no tltimo par determinarmos, em fun¢do dos pontos de apbio, o
valor de ¢, teremos um érro de fechamento

-1
W = ¢G-1)n — $p12 — = 3o
2

sendo ¢;2 a inclinagdo no primeiro par, também determinada em
fun¢do do apobio terrestre. Entdo, de acérdo com (7.4f),

S i-1
-W = d’(n—l);n = g2 — (n-2)d¢ == ?dqb

e, abandonando a soma simples dos erros acidentais, podemos cal-

cular o valor de d¢ que anula o érro de fechamento —W na expresso
acima e que seri

¢ = W/(n-2)
ou, de acérdo com (7.4g)
d_ = ¢(n—1)m i f.blﬂ = 5.1: aq.\ 74h
g T (7.4h)

Cabe aqui uma importante conclusdo: a téenica instrumental no aero-
nivelamento elimina a acumulagdo dupla de erros acidentais no pa-
rdmetro ¢ e, assim, poderemos efetuar uma compensagdo bem mais
eficiente dos erros em ¢. Para isso haveri, no entanto, necessidade
de obter com rigor os valores das inclinagdes 3.

Quanto as inclinagdes transversais Q as férmulas (7.2y) e (7.22)
permanecem vilidas.

7.5 — Aerocaminhamento

Conforme vimos em (6.3) a téecnica instrumental do aerocami-
nhamento é exatamente a mesma da relativa ao aeronivelamento.
Aqui, porém, todos os modelos apresentam inclinagges longitudinais
¢ que resultam da manutencdo de bz=0 (Fig. 7.5), exceto no par
I-II, onde o nivelamento é efetuado introduzindo bz na cédmara I.
Entdo, a planimetria seria obtida rebatendo sucessivamente os pla-
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FIG. 7.5

nos de todos os modelos sébre planos horizontais, tendo como char-
neiras os eixos 2Y, 3Y, ete., perpendiculares ao plano do papel. A
determinag¢do dos 4ngulos ¢ far-se-d, evidentemente, empregando a
féormula (7.4f) deduzida para o aeronivelamento. Apenas aqui os va-
lores de 3¢ sdo muito mais fortes porquanto dependem dos valores
reais de bz que sfo sempre conservados nulos. Os erros sisteméticos
e acidentais que ocorrem no aerocaminhamento sio também os mes-
mos que aparecem no aeronivelamento, sendo vilidas todas as fér-
mulas que representam os erros planimétricos as quais devemos acres-
centar a que representa o rebatimento dos modelos sébre os planos
horizontais (Fig. 7.5) a ser levado em conta antes de aplicar as fér-
mulas de propagagio.

Embora as inclinagdes longitudinais geralmente nio afetem as
abeissas @, pois nos voos fotogramétricos sempre temos valores de bz
muito limitados, vamos deduzir as corregdes a aplicar a x. Designan-
do por Dx’ a diferenca entre as abcissas de dois pontos nadirais con-
secutivos, a Fig. 7.5 nos mostra que

Dx = Dx'[cos ¢
ou, como ¢ é sempre pequeno,
Dx = DX'/(1 — ¢%2)
ou, praticamente
Dx = Dx'(1 + ¢22)

e a corregdo a aplicar a Dx’ serd

Esta corre¢do, de um modo geral desprezivel, pode ser tirada do
dbaco da Fig. 7.6 onde Dx’ é a diferenga entre a abeissa de qualquer
ponto do modelo e a abcissa do ponto nadiral de ré. Tal correcio
devers ser introduzida em todas as abcissas antes de efetuar o trans-
porte, o que impede a totalizagdo das abcissas durante a concate-
nagdo. Felizmente, como ji dissemos, é muito raro que se torne ne-
cessiria esta corregdo.
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Para poder aplicar & altimetria corre¢des em forma de polind-
mio, seria necessdrio reduzir o aerocaminhamento a uma aeropoligo-
nagdo, como faz Van Der Weele. Embora isto nfo oferega dificul-
dade, nfo mostraremos como se realiza a redugdo porque no método
que empregaremos ela é completamente desnecesséria.

7.6 — Aerocaminhamento a base constante

Conforme mostramos ao explicarmos as operagdes instrumen-
tais, uma vez corrigidas as abcissas dos valores fornecidos por (6.3a)
o problema reduz-se a um aerocaminhamento a azimule constante.
Conforme mostra a Fig. 6.11 o azimute de um par qualquer pode
ser obtido em fung¢do do par anterior pela expressdo

Ay = Adog,a-n + 6 (7.62)

ndo levando em conta os erros sisteméticos e acidentais. Como neste
método a orientagdo relativa de cada par é efetuada de tal forma que
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os pardmetros k e ¢ sdo determinados independentemente dos do
par anterior, ndo haver, em ambos os pardmetros, acumulagio dupla
de erros acidentais e o que foi dito sbbre 3¢ no aeronivelamento,
pode ser repetido para 6 no método de que estamos tratando. As-
sim sendo, concluimos que é possivel deduzir uma expressio idén-
tica a (7.4h) para exprimir o érro sistemético de azimute, que serd
dado por

i-1
Ao = A= 2 0

n-2
Nio procuraremos, também aqui, exprimir os erros em forma
de polinémios, porquanto o método geral de compensagdo é capaz
de ser aplicado a tddos os métodos de aerotriangulagio.

AR, (7.6b)

7.7 — Aerotriangula¢io com cdmaras convergentes

Neste tipo de aerotriangulacdo temos dois casos a considerar:
o dos pares estercoscépicos e o dos pares de transporte. Vamos ini-
ciar nosso estudo abordando o problema do transporte. Para efe-
tud-lo, a orientagio da cdmara A- em relagio & B; deveri ser reali-
zada ajustando apenas os pardmetros angulares, uma vez que a si-
multaneidade das fotos tomadas do mesmo ponto estd condicionada a

bx = by = bz = 0

Consequentemente, se Avgi, Aoy € ABy s@0 0s erros nos parime-
tros de orientagio de B; no par estereoscépico Ai_iB;, teremos, da
mesma forma que obtivemos as trés primeiras expressoes do grupo
(7.2b), os erros de A; em fungfo dos de B; expressos por

Avy = Avy + dy' + dv'a
Agyi = Aoy + do’ + doss (7.6a)
ABy = Ay + df’ + dfu
Mas no par estereoscdpico, os erros verdadeiros de B; em relagio
aos de A;j_; podem ser expressos por

Avei = Aviia +E + dvy'si
AGBi = AOEAi...l i de’’ + da"B;
ABp = ABaicr + W’ + d@si
Entfo, se substituirmos éstes valores em (7.6a) e fizermos

I

;ﬁ; + d_T_;} = -aTT dT’Ai -+ dT’Bi e dTAi
dd + A’ = da da'y; + do'y; = day;
H_E? '+“ _d?? — EB d-EIAi —|" da’hi o dzr:}.‘.'.

teremos
Aty = Avacr + dy + dn
Agyi = Aoy + da + dg
Agxd = AﬁAi—-l + dh?' + dal
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que sdo expressoes absolutamente andlogas as trés primeiras do gru-
po (7.2b). As duas ultimas, que resultam das anteriores, sio tam-
bém andlogas. Assim concluimos que na aeropoligonacio com cA-
maras convergentes os erros se propagam obedecendo As mesmas
leis que deduzimos para o caso das cAmaras verticais. Seguindo a
mesma marcha, chegariamos a conclusdes anédlogas para os demais
métodos da aerotriangulagio.

Embora ndo tenhamos experiéncia alguma com aerotriangulacdo
com cédmaras convergentes, parece-nos incontestdvel o aumento da
precisdo altimétrica, pois mesmo com cdmaras normais, a relagio
b/z é superior & que se obtem com as cAmaras grande-angulares ver-
ticais com f=150 mm e 24x24 em?

7.7 — Correcdes inerentes ao aeromultiplex

Como nos préximos capitulos trataremos da compensacdo das
aerotriangulagdes efetuadas em aparelhos de primeira ordem, julga-
mos caber melhor aqui o estudo das corre¢des inerentes ao aeromul-
tiplex.

Conforme vimos no Capitulo VI (6.2), sempre previmos uma
ajustagem muito rudimentar da planimetria, distribuindo linear-
mente o érro em distdncia pelos projetores e girando a folha para a
corregdo do azimute. Ora, uma vez que as leis de propagacio dos
erros sdo as mesmas para os aparelhos de primeira ordem ou o mul-
tiplex, a.técnica preconizada para a utilizagio déste instrumento
nfo permitird eliminar completamente os erros planimétricos. Ajus-
tando as extremidades da faixa restario pequenos residuos no centro
da mesma que podem ser bastante reduzidos com uma translacio
adequada da folha. Esta técnica parece-nos suficientemente satisfa-
téria no que diz respeito & distribui¢io dos erros planimétricos. No
entanto o mesmo nfo sucede & altimetria onde se fazem necessdrias
corregdes consideravelmente grandes.

Como no aeronivelamento a simples inclinagio geral da barra
é suficiente para corrigir téda a altimetria, resta estudar as corre-

.

¢des inerentes & aeropoligonacio e ao aerocaminhamento.

Quando tratamos das operagdes relativas & aeropoligonagio
mostramos que, uma vez terminada a orientagio progressiva, era o
modelo nivelado pelos pontos de apdio situados nos extremos da
faixa que passaria a apresentar, no centro, uma forte diferenga de
nivel em relagdo as extremidades (Fig. 6.7). Designando por D a
distdncia AC e supondo B a meio caminho entre A e C, isto 6, AB=
=D/2, se tomarmos A como origem das abcissas, os erros Az, con-
tados a partir de B serdo expressos, de acoérdo com (7.2s) por

Az = ei(x = D/2) + eafx — D/2)?

Mas esta férmula pode ser simplificada. De fato se recordarmos
que o termo do primeiro grdu decorre do residuo de inclinagio do
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primeiro par, que é aqui o par central, poderemos considerar ésse
residuo nulo depois que nivelamos longitudinalmente a barra pelos
pontos altimétricos situados nas extremidades. Assim sendo, teremos

Az = co(x — Df2)? (7.72)
Entdo, o desnivelamento entre C (x=D) e B serd dado por
Aze = c:D¥4

e entre B e o ponto de apdio Q, serd
Azy = ci(x — DJ2)?

A diferenga entre estas duas expressdes fornece o érro altimétrico
de C para Q:

Az = -, x(D - %) (7.7b)

Entdo, se conhecemos a verdadeira diferenca de nivel entre os pon-
tos C e Q, reduzida & escala do modelo, e medirmos neste essa di-
ferenca, a diferenga entre as diferengas de nivel serd o érro Az’; lo-
go, se na folha de desenho medirmos « e D, poderemos calcular e,
tirando seu valor de (7.7b):

co = — AZ'[x(D - x) (7.7¢)

Se desejassemos corrigir diretamente os pontos restituidos, bastaria
introduzir  em (7.7a) e calcular as corregdes, mas, como desejamos
conhecer os valores exatos de bz, é preferivel outro caminho, que
exige o conhecimento das inclinages ¢ de todos os pares. Exami-
nando a Fig. 6.7 verificamos que é possivel considerar ¢ como o 4n-
gulo formado pela tangente i curva com o eixo dos z. Consequente-
mente, como Az sdo as ordenadas da curva, tg ¢, praticamente igual
a ¢, serd dado pela derivada de Az em relagdo a z, entdo, derivando
a expressio (7.7a), obtemos

¢ = c(2x — D)

Fazendo nesta expressio x=0 teremos a inclina¢io ¢1» do primeiro
par e fazendo x=D teremos a do dltimo ¢u_y,-, 0 que nos fornece:

¢12 = “Pp-pm = C2D
ou, de acérdo com (7.7¢)

$12 = —Pa-1,n = — Az'D/x(D—x) (7.7d)

Ora, a diferenga entre as inclinagdes extremas, evidentemente igual
a —2¢12 é igual ao actimulo do érro de convergéneia d¢ em (n-2) pa-
res, logo, podemos escrever

dg¢ = —2¢13/(n-2) (7.7¢)
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De posse de d¢ podemos calcular sucessivamente tédas as inclinacoes
usando a expressdo (7.2g). Resta, pois, calcular as variagdes dbz que
correspondem &s inclinagdes ¢. Nio é dificil compreender que dbz é
a corre¢do a introduzir em bz para podermos nivelar o modelo in-
clinado de ¢. Assim sendo, podemos aplicar a expressdo conhecida

dbz = bx ¢ (7.71)

com a qual podemos determinar todos os valores de dbz e, em seguida
calcular os valores finais de Abz a serem algébricamente adicionados
as leituras bz:

Abz = Abzi_; + dbz (7.72)

Estamos, assim, de posse de tédas as férmulas necessdrias & deter-
minagio de bz e vamos, a seguir, exemplificar seu emprego numa
aerotriangulagéo, realizada no grande aeromultiplex da DHN, de
uma faixa de véo efetuada na costa de Santa Catarina:

D = 1660 mm ¢12 = —Az’Djx(D—=x) = -0,0120

x = 830 mm (D/2) oY

Agl = 5mm; n = 16 dp = - 2¢12/(n-2) = 0,0017

Proj. X bx ¢ dbz bz bz’ bz
1 611,5 0,0 41,9 419
2 7172 1057 -0,0120 -1,3 -1,3 438 42,5
3 8384 1212 -0,0103 -12 -25 452 427
4 9478 1094 -0,0086 -09 -34 442 408
5 10548 107,0 -0,0069 -0,7 4,1 458 41,7
6 11598 1050 —0,0052 -06 -4,7 450 403
7 12637 1039 -0,0035 -04 -51 458 407
8 1369,0 1053 -0,0018 -0,2 -53 468 415
9 14830 1140 0,000 00 -53 452 39.9
10 15968 1138 00016 02 -51 47,5 424

11 17094 112,6 00033 04 —4,7 442 395
12 18240 1146 00050 05 —4,2 430 388
13 19414 1174 00067 07 -35 412 37,7
14 20563 1149 00084 09 -2,6 405 37,9
15 21630 1067 00101 11 -15 378 363
16 22702 1072 00118 13 -0,2 378 37.6

De posse das leituras corretas de bz, introduzimo-las no aparelho e,
a0 fazé-lo, surgirdo paralaxes transversais em todos os pares. Entdo,
restaura-se a orientagdo relativa do primeiro par movendo o projetor
2em ge ol em ¢e by, devendo o valor déste ser o que permite
a manutengio da escala. Refeita, assim, a orientagdo, restitui-se a
altimetria do par. Feito isso prossegue-se com a reorientagio e res-
tituigdo altimétrica de todos os pares, exatamente como no aeroni-
velamento.

Estudemos agora as corregdes altimétricas do aerocaminhamen-
to. Da mesma forma que na aeropoligonacgio, o trabalho resume-se
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no céleulo dos valores de bz. Convém observar que para que ésse
caleculo seja mais rigoroso serd necessirio que, juntamente com as
observagoes de Az (§6.2) sejam também anotados os valores de x
lidos na barra antes de levar o projetor de vante ao nivel do de ré
(bz=0).

Embora, como ji dissemos, o método ndo tenha sido, até o pre-
sente, empregado na préatica, foi-nos possivel, partindo dos elementos
da aeropoligonagdo que acabamos de calcular, determinar os que
deveriam figurar num aerocaminhamento da mesma faixa, caso con-
servassemos todos os projetores & mesma altura. Para maior facili-
dade, deixamos também o primeiro par com um residuo de nivela-
mento, com o qual seus projetores ficariam 4 mesma altura. O exem-
plo de cilculo que se segue mostra claramente que as leituras finais
de bz sdo obtidas com a mesma facilidade que na aeropoligonacio:

¢¢—1,, = 0,0112
¢z = —0,0057
Xip = 0,0180 (da tab. que se segue)
(n-2)d¢p = 0,0235 de¢ = 0,0017
Proj. x bx Az go'= So=28¢y ¢ dbz bz
Az/bx +d¢
1 611,5 41,9
2 717,2 105,7 0,0057 0,6 42,5
3 8384 1212 -0,8 -0,0066 -0,0049 0,0008 0,1 42,6
4 947,8 1094 -2,3 -0,0210 -0,0193 -0,0185 -2,0 40,6
5 1054,8 107,0 2,6 0,0243 0,0260 0,0075 0,8 414
6 1159,8 1050 -2,4 -0,0229 -0,0212 -0,0135 -1,4 40,0
7 1263,7 1039 1,6 0,01564 0,0171 0,0036 0,4 404
8 1369,0 1053 0,2 0,0018 0,0035 0,0071 0,7 41,1
9 1483,0 1140 -2,7 -0,0237 -0,0220 -0,0149 -1,7 394
10 1596,8 113,8 3,9 0,0342 0,0359 0,0210 24 41,8
11 17094 1126 -5,6 -0,0497 -0,0480 -0,0270 -3,0 38,8
12 18240 1146 2,2 0,0192 0,0209 -0,0061 -0,7 38,1
13 19414 1174 -0,6 -0,00561 -0,003¢ -0,0095 -1,1 37,0
14 2056,3 1149 1,1 0,009 0,0113 0,0018 02 37,2
15 2163,0 106,7 -2,0 -0,0187 -0,0170 -0,0152 -1,6 35,6
16 2270,2 107,2 2,7 0,0252 0,0269 00117 1,3 36,9

Observ. ¢ig+ny = ¢ig—1)i + o
bz; = bzi_; + dbz

Comparando os valores de bz com os fornecidos pelo célculo prece-
dente, notamos um pequeno desnivelamento que pode ser conside-
rado como oriundo da prépria aproximacdo do cédleulo e, em parti-
cular, da medida de Az Tal residuo pode ser facilmente corrigido
com uma simples inclinagio da barra.
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Introduzidos os valores de bz, poderemos repetir aqui tudo quan-
to acabamos de dizer no caso da aeropoligonacio.

Para terminar, desejamos chamar atengfio para o fato de que a
aplicagdo do aerocaminhamento no aeromultiplex afastard todos os
inconvenientes que sobrevéem do encurvamento progressivo do mo-
delo. No entanto, para obter bons resultados é necessirio determi-
nar com rigor as inclinagdes longitudinais inicial e final, para o que
serd necessdrio abundante apéio altimétrico nos pares extremos.
Cremos que 5 pontos altimétricos serdo perfeitamente satisfatdrios.



CariTrvro VIII
COMPENSACAO DAS AEROTRIANGULACOES

8.1 — As variaveis independentes

Conforme ji dissemos no capitulo precedente, as varidveis s6bre
as quais agiremos para a compensacdo de uma faixa simples de aero-
triangulagio sdo o azimute A, o denominador da escala K e as in-
clinagoes longitudinal ¢ e transversal Q. Embora ndo conservemos
essas varidveis até o final, teremos que partir delas. HEscrevamos
suas expressdes mais gerais:

Adoni = Ag-gya-n + 0 + dA (8.1a)
Kini = Kign + dK (8.1b)
¢i-1yi = G-,y T %1359 -+ C-h_iv (8.1¢)
Qipyi = Qigyiy + dQ (8.1d)

A primeira delas é a (7.6a) onde acrescentamos o érro dA; a segunda
é obtida subtraindo de (7.2w) a expressdo que dela resulta quando
fazemos i=i-1; a terceira é a (7.4f) com mais o érro _&E e a ultima
é obtida subtraindo de (7.2y) a que dai resulta quando fazemos i=i-1.

Partindo do primeiro par, onde A, K, ¢ e Q podem ser conhe-
cidos através dos pontos de apdio, estas férmulas permitem deter-
minar ésses elementos, progresswamente para todos os pares, desde
que sejam conhecidos dA, dK, d¢ e dQ; éstes, por sua vez, podem
ser determinados se houver no tltimo par apdio suficiente para de-
terminar A, K, ¢ e Q. As expressdes que fornecem 'CE dK, de e
dQ j4 foram antes deduzidas, mas a fim de tornar o desenvolvimento

mais cémodo, vamos reproduzi-las com seu aspecto mais geral:
n-1
Amenyn — A -2 8

7 2 8.1
dA = _ (8.1¢)
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Knonyn - Koo

n-1
e ¢n—l'm . ¢12 -3 3?
= 2 8.1
de =0 (8.1g)
16 _ Qi1 — Q12
aQ = = e (8.1h)

A primeira destas férmulas é a (7.6b), a segunda a (7.2x), a terceira a
(7.4h) e a ultima a (7.2z). Desde logo podemos tirar uma conclusio
importante. De fato, com o ap6io nos pares extremos podemos de-
terminar diretamente os valores de A, K, ¢ e Q que lhes corres-
pondem e

a) determinar os valores de HT{, dK, Fq*; ¢ dQ com (8.1¢) a (8.
1h);

b) calcular progressivamente A, K, ¢ e Q, livres de erros sis-
temdticos e de uma boa parte dos acidentais duplamente
acumulados, usando as expressdes (8.1a) a (8.1d).

Esta primeira distribui¢fo de erros ja nos faculta conhecer o dimen-
sionamento (escala) de todos os pares e sua orientagio no espago;
resta fixar-lhes as posi¢es em relagio a uma determinada origem, o
que requer o estabelecimento das férmulas gerais que permitem trans-
formar as coordenadas-aparelho em coordenadas-terreno. A utiliza-
¢do dessas férmulas onde figuram as varidveis A, K, ¢ e Q possibi-
lita estabelecer novas condigtes relativas aos erros de fechamento
em coordenadas, facultando-nos realizar uma segunda compensagio
das varidveis.

Para que fique claro o processo de compensagio, vamos langar
méao de um exemplo relativo & compensagio dos erros em ¢, numa
aeropoligonagdo. No j4 citado trabalho de Bachmann intitulado
“Théorie des Erreurs de ’Orientation Relative” encontramos (Ta-
bleau XII) os resultados de uma orienta¢do relativa do mesmo par,
realizada 25 vezes. Assim procedendo obteve o autor 25 valores di-
ferentes dos parimetros de orientagio, cujas médias respectivas con-
duziram aos valores mais proviveis désses pardmetros e, consequen-
temente, aos residuos das observagdes, também tabulados pelo autor.
Ora, podemos admitir que cada orientagdo relativa corresponde a
um par de uma aeropoligonagdo de 25 pares, onde haverd dupla acu-
mulagdo dos erros de ¢ e de k. Supondo que na determinagdo dos
valores de ¢ seja sempre cometido um érro sistemético igual a —1-,
poderemos somé-lo aos residuos tabulados por Bachmann e organi-
zar uma tabela como a que se segue, onde as trés primeiras colunas
sdo andlogas as das tabelas 7.2-I e 7.2-II. As duas ultimas colunas
requerem, porém uma explicagdo especial. Se tirarmos de (7.2n)
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TABELA 8.1-1

i de+dg Ag YA¢ 2/(i-1) ¢ par
2 -12 -12 - 1,2 2000 -24 2/3
3 -2 -33 - 45 1,000 - 4,5 3/4
4 -75 -108 -153 0667 -102 45
5 -64 -172 -325 0500 -163 56
6 1,3 -15,9 - 484 0,400 -19,4 6/7
7 -18 -17,7 - 66,1 0,333 -22.0 7/8
8 -30 207 -88 026 -248 89
9 -18,3 -39,0 -125,8 0,250 -31,5 9/10
10 -80 470 -1728 0222 384  10/11
11 -105 -57,5 -230,3 0200 —46,1  11/12
12 3,6 —53,9 —284,2 0,182 -51,7 12/13
13 8,2 45,7 -329,9 0,167 —55,1 13/14
14 15,2 -30,5 -360,4 0,154 -55,5 14/15
15 - 14 -31,9 -392,3 0,143 -96,1 15/16
16 -112 431 4354 0,133 -57,9  16/17
17 - 3,6 46,7 —482,1 0,125 60,3 17/18
18 - 68 -53,3 -535,6 0,118 63,2 18/19
19 - 6,9 -60,4 -596,0 0,111 —-66,2 19/20
20 5,0 -55,4 ~651,4 0,105 —68,4 20/21
21 2.6 528 7042 0100 704  21/22
22 - 7,5 -60,3 ~764,5 0,095 72,6 22/23
23 16,0 44,3 -8088 0,091 73,6  23/24
24 9,5 -34,8 -843,6 0,087 -73,4 2425

o valor de d¢ e o levarmos a (7.2q), teremos

2 “
$e-vy = ¢12 + X ?

que nos permite calcular diretamente todas as inclinagdes ¢ que re-
sultam do érro sistemético e da dupla acumulagdo dos erros aciden-
tais, conforme vemos na tltima coluna da tabela. Se tomarmos um
sistema de eixos coordenados em que o das abcissas represente os
ntimeros dos pares ¢ o das ordenadas os valores de ¢ que lhes cor-
respondem, tirados da tabela 8.1-I, teremos uma série de pontos que
ligados se dispdem segundo uma curva irregular, como vemos na
Fig. 8.1. Supondo, para simplificar o raciocinio, que o par inicial
estava perfeitamente nivelado, o apdio no ultimo par nos forneceria,
como mostra a tabela 8.1-I, ¢ = —73%4, o que nos daria, aplicando
i-1

(8-1g) para ¢ = Z3p = 0, d¢.

-3,19. Entdo, todos os valores

de ¢ calculados com (8.1¢) para ‘c‘-;: = (O estariam situados sbbre

L I.\d .I
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a reta que une os valores extremos, restando ainda compensar as
diferengas que vemos na Fig. 8.1 entre as ordenadas da curva e as
da reta. Uma vez efetuada a primeira correcdo poderemos, mediante
os valores de ¢ j4 determinados, calcular a altimetria, com as f6r-
mulas que adeante deduziremos, e obter as cotas dos pontos no 1l-
timo par. Nio fora as discrepincias que vemos na Fig. 8.1 e teria-
mos coincidéncia entre as cotas transportadas e as determinadas no
iltimo par, mas como os erros afetardo fatalmente os transportes,
surgird um érro de fechamento que permitird justamente distribuir
corregdes aos valores intermedidrios de ¢ que anulem o referido érro.
Em tais circunstincias, a reta representada na Fig. 8.1 serd substi-
tuida por uma curva tal que a soma dos quadrados dos afastamentos
%, entre ela e a curva irregular, seja um “minimum”. Tal substi-
tuigdo importa em transformar a expressio linear de d¢ noutra do
segundo grau e isto acarretaria o aparecimento de um termo do ter-
ceiro grau na tltima expressio do grupo (7.3b).

Um raciocinio andlogo nos permitiria tirar conclusdes seme-
lhantes em relagdo aos erros de A e K e, assim, deveriamos, de fato
contar com o aparecimento de termos do terceiro grau nas outras
expressdes do grupo(7.3b), confirmando as conclusdes de Van Der
Weele.
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Do estudo feito, concluimos que a simples distribuicdo linear
dos erros de ¢ e, anilogamente, dos de A e K, j4 reduz considera-
velmente seu efeito, como mostra a Fig. 8.1, mas ndo o suficiente
quando se trata de trabalhos de precisdo. Outra conclusio interes-
sante relaciona-se & importidncia que tem o rigor da orientagdo re-
lativa, exclusiva responsdvel pela grandeza dos afastamentos entre a
reta e a curva, uma vez que sdo apenas os erros acidentais os res-
ponsdveis por tais afastamentos. A redugdo déstes a limites conve-
nientes, s6 pode ser conseguida efetuando a orientagdo relativa por
um dos processos estudados nos capitulos anteriores. S6 assim con-
seguiremos evitar certas descontinuidades que antes ndo tinham
explicagdo.

8.2 — Férmulas para a transformacfo de coordenadas

Para maior simplicidade separemos a planimetria da altimetria

e designemos por x e y as coordenadas de um ponto qualquer me-

didas no aparelho. Se K

é o denominador da escala

do par, teremos em dimen-

s0es naturais, Kx e Ky. Se

X e Y sdo as coordenadas-

terreno do ponto conside-

rado e se a Fig.8.2 repre-

senta a situa¢do dos eixos

x do aparelho em rela¢io ao

sistema que define os pon-

tos do terreno, deduzire-

mos da Fig. 8.2 as se-
guintes férmulas para a transformagio das coordenadas:

Fig. 8.2

X =P + Kxcos A + Ky sen A
Y = Q — Kxsen A + Ky cos A (8.2a)
Para maior simplicidade podemos fazer
Kecos A =c¢
Ksen A =1 (8.2b)
e, assim, as expressoes (8.2a) tomardo o aspecto
X =P + ex + fy
Y =Q + ey — fx (8.2¢)

Para deduzirmos a férmula relativa & altimetria, examinemos a
Fig. 83. Ai xOy é o plano de referéncia das cotas instrumentais;
= um plano horizontal passando pela origem; R a cota dessa ori-
gem acima do nivel do mar; @, y e z as coordenadas instrumentais
de um ponto qualquer e ¢ e £ as componentes longitudinal e trans-
versal, respectivamente, da inclinagdo do plano de referéncia do ins-
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Nivel do mor /

Fig. 8.3

trumento em relagdo ao horizonte. Reduzindo todas as leituras as
dimensdes naturais, isto é, multiplicando z, y e z por K, teremos a
posigdo de V definida no sistema do aparelho. A Fig. 8.3 nos mostra
ainda, que a cota verdadeira de V serd dada, com rigor suficiente por

Z =R+ Kz + Kx tg ¢ + Ky tgQ

ou, fazendo Ktgo=E
KtgQ = F (8.2d)
Z =R + Kz + Ex + Fy (8.2e)

Como as inclinagdes do modelo s@o normalmente pequenas, a pre-
cisdo ndo serd prejudicada se substituirmos tg ¢ e tgQ pelos res-
pectivos arcos e, assim, (8.2d) tomari a forma

E = K¢

F KQ (8.2f)

Uma vez que e, f, E e F sdo fungdes das varidveis indepen-

dentes, seu conhecimento permitird, como j4 dissemos, orientar o
par no espago, mas, para situd-lo, serd necessirio determinar as coor-
denadas P, Q e R da origem instrumental.

8.3 — Determinacdo rigorosa da orientacfio e da situacio
dos pares extremos

Devido as pequenas inclinagdes dos modelos, a planimetria e a

altimetria podem ser tratadas separadamente, o que simplifica con-
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siderdvelmente a solugdo do problema. Assim sendo, mostraremos
como determinar P, Q, ¢ e f e, em seguida trataremos da determi-
nagdo de R, E e F.

Sejam (X, Yy), (X, Y2), ete., as coordenadas-terreno de varios
pontos de apdio num par e (x1,¥1), (x2,y2), etc., as coordenadas ins-
trumentais désses mesmos pontos. Entdo, de aedrdo com (8.2¢),
teremos

= P 4+ ex; + fna
X, = P+8X2+fY2

........... (8.39)

Considerando a existéncia de n pontos de apdio e somando, respecti-
vamente, as expressoes de X e as de Y, obteremos (usando a sim-
bologia de somatério de Gauss):

[X] = nP + e[x] + f[y]
[Y] = nQ + ely] — {[x]
ou, dividindo por n e fazendo
X]n = X, [x]n = x,
[Y]h = Y, yln = y. (8.3b)
resultard
X = P+exl+fYI
Y, = Q, + €Y — Ix; (83(‘!)

X. e Y; sdo as coordenadas-terreno do centro de gravidade da fi-
gura formada pelos pontos de apbio e x; e y. as coordenadas-apare-
lho désse mesmo ponto. Subtraindo agora (8.3¢) de (8.3a) e fazendo,
genéricamente

X—X, =X X —X%X =X
Y—Y. =Y V—Ye =Y (8.3d)
teremos as equagdes (8.3a) transformadas em
X; = ex'y + 1y

Estas so as equagdes de condigio do problema, das quais passare-
mos, sem dificuldade, ao sistema de equacdes normais:
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QUADRO 83-1

Pontos ] x | v x'=x—x, | ¥V =y—¥y, X Y X=X-X; | Y=Y-Y,
PFP 26 1.914,00 (— 823,00 |— 1.105,25 |+ 2.631,92 | 65.963,55 | 211.619,27 |+ 1.859,34 |— 1.325,95
PFP 29 2.181,00 |— 6.146,10 [— 838,25 |— 2.691,18 | 63.541,06 215.128,89 |— 563,15 |+ 2.183,67
PFP 30 3.850,80 |— 5.323,30 |4+ 831,55 |— 1.B68,38 | 62.752,88 213.866,19 |— 1.351,33 |4 920,97
PFP 25 4.131,20 |— 1.527,30 |+ 1.111,95 |4 1.927,62 | 64.159,35 | 211.166,56 |+ 55,14 |— L.778,66
Somas 12.077,00 |—13.819,70 0 —_ 0,02 | 256.416,84 | 851.780,91 1] + 0,03
Médias | 3.019,25 |— 3.454,92 |==(xq ¥ Médias i 64.104,21 | 212.945,23 —)"(X“.YK)
8 =  [xx1 4+ [yl = 25.228.164,1976 e = Sy = —0,680237 K2 = o2-4f2 = 0,63983373
B = [¥X] + [v' Y] = —I7.161.106,4584 f = Sg/S = +0,420846 K = 0,79989607
83 = —[x'Y'] + [¥' X'] = +10.617.162,5855 tgA = 838 = 0,618675 A = 148°15'22"
Xy = 06410421 Y, = 21294522 Verificaciio:
—ex, = + 2.053,80 —ey, = — 2.350,16 Xe = PHex+iy
—fyg = -+ 1.453,99 fx, = + 1.270,64 Y, = Q4ey—ix
- _ vlx = [¥ly = 0
P = 67.612,00 Q= 211.865,70
Pontos ex | fy X v=X—X, ey —fx Ye v=Y—Y,
PFP 26 —1.301,97 | — 346,36 | 65.963,67 —0,12 4+ 559,84 | — 805,50 | 211.620,04 —0,77
PFP 29 —1.483,60 | —2.586,56 | 63.541,84 —0,78 +4.180,80 | — 917,86 | 215.128,64 +0,25
PFP 30 —2.619,46 | —2.240,29 | 62.752,25 +0,63 +3.621,10 | —1.620,59 | 213.866,21 —0,02
PFP 25 —2.810,19 | — 642,76 | 64.159,05 =+0, +1.038,93 | —1.738,60 | 211.166,03 -+0,53
+0,03 —0,01
Pontos X Y s =x—xg | V'=y—¥g X Y X'=X-X,; | Y'=Y-Y,
PFP 34 28.870,00 |— 806,90 | —03849 +2.326,57 | 47.654,76 | 200.209,28 | 41.628,73 | —1.181,35
PFP 31 20.128,70 |— 5.504,30 | —679,70 | —2.460,83 | 45.438,13 | 203.353,52 | — 587,90 | 41.962,89
PFP 33 30.764,10 |— 5.169,80 495570 | —2.036,33 | 44.509,43 | 202.366,04 | —1.516,60 | + 97541
PFF 35 30.470,80 |— 962,90 + 662,40 +2.170,57 | 46.501,83 199.633,68 | 4 475,80 | —1.756,95
Somas 119.233,60 |—12.533,90 0 —_ 0,02 | 184,104,15 | 805.562,52 | + 0,03 0
Médias 20.808,40 [— 3.133,47 |—(x.¥y) Médias 46.026,03 | 201.396,68 |=—(X,.Y,.)
5 = [x' x'] 4 [¥' ¥] = -+23.021.349,1476 e = —,679445 K? = (e2412) = 0,64338098
S = [x X'] 4+ [¥' Y] = —15.641.720,9770 f = +0,426315 K = 0,80211594
83 = —[x' Y] + [¥'X'] = + 9.814.333,4331 tgA = 0,627445 A = 14795338""
Xy =  46.026,03 Y, = 201.390,63 Verifica¢fio:
—exg = +420.253,32 —ay, = — 2,120,02 X = PHextiy
—fyy = + 1.33585 fxg = +12.707,77 Y. = Qtey—ix
- —_— [vle = [v]ly = 0
P = 67.615,05 Q =-211.969,38
|
Pontos ex fy X J v=X—X, ey —fX X v=Y—Y,
—19.615,58 | — 343,99 | 47.655,98 —0,72 + 548,24 |—12.307,71 | 200.209,91 —0,63
—10.791,35 | —2.384,93 | 45.438,77 —0,64 -3.801,02 |—12.418,00 | 203.352,40 +1,12
—20.902,51 | —2.203,96 | 44.508,58 +0.,85 +3.512,59 |—13.115,20 | 202.366,77 —0,73
—20,703,23 | — 410,50 | 46.501,32 40,51 + 654,23 |—12.990,16 | 199.633,45 +0,23
0,00 —0,01
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(1 + y'y]) e = X + [y'Y]
(%1 + vy)) £ = -[xY] + [y'X’] (8.3¢)

A resolugdo destas equagdes permite obter ¢ € f e, para obter A e
K, teremos das equagtes (8.2b)

A = arctg (fle)
K=+Ve +1¢ (8.3f)

Quanto aos valores de P e Q, tira-los-emos de (8.3¢) onde ji co-
nhecemos todos os elementos. Um exemplo da determinagdo de to-
dos os elementos do par pode ser encontrado no quadro 8.3-I. Af
figuram também algumas operacgdes adicionais, destinadas i veri-
ficagdo dos cédlculos efetuados. '

Passemos agora & determinagdo dos elementos da altimetria.
Considerando, como no caso da planimetria, que existem pontos de
apdio superabundantes, teremos de (8.2¢)

Zl—-KZI=R+EX1+F_Y1
ZQ—KZQ=R+EX2+F}’2

............... (8.3g)
cuja soma é

[z2] — K[z = nR + El + Fly]

donde, dividindo por n (n.° de pontos de apéio) e usando anotagdes
idénticas s que vemos em (8.3c), teremos

Ze — Kz, = R + Ex; + Fy, (8.3h)
onde, evidentemente,
Ze = [Z]m e z = [z]m (8.31)

Subtraindo (8.3h) de todas as equagdes (8.3g) e usando anotacdes
idénticas a (8.3d), as quais acrescentamos

Z— 7, =7
zZ— Zg = 2 (8.3))
teremos
Zy — Kz'y = Ei{’l + Fy's
Z’g — Kz'g = EX’Q + Fyrz (83k)

que sdo as equagdes de condigdo da altimetria. Delas passaremos is
equagles normais:

[xx] E + [xy] F = [X(Z - Kz)]
[xy] E+ [yy] F = [y@ - Kz)] (8.3)
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A solugdo déste sistema, pelo método vulgar de eliminagéo, fornece
E e F. O valor de R ser4 tirado da expressdo (8.3h), onde j4 serdio
conhecidos todos os elementos. O exemplo pritico que vemos no
quadro 8.3-IT esclarece todas as operagoes.

8.4 — Calculo progressivo de P, Q e R

Determinados os valores de P, Q, e e f para a planimetria e
R, E e F para a altimetria, relativos ao primeiro par, vamos mos-
trar como € possivel calcular ésses elementos progressivamente, pa-
ra todos os pares.

Ao descrevermos a técnica da orientagdo progressiva mostramos
que o transporte de um par para o seguinte consiste em igualar as
trés coordenadas no ponto nadiral comum a ésses pares. I claro,
pois, que as coordenadas-terreno désse ponto nadiral deverio ser
iguais, quer as calculemos com os elementos do par de ré ou com os
do de vante. Consequentemente, deveremos ter as seguintes iden-
tidades:

X =Pi2+ e1sXs + fi15ys = Pag + easxs + fagyo
No Yo =Q12+812Y2 — f1xs = st + €232 — fa5xs
Zs =Rz + Ki222 + E1xs + F12Y2=R23 + Kaszz + Eaaxes + F23}’2s

=Qas + eys— fasXs = Qa4 + e3sys — f34Xs

{Xs =Pa; + essxs + fosys = Pas + esxs + f34ys
N
Zs =Ros + Koyzz + Eogxs + Fosys=Rss + Ksaz; + Eaaxas + Faiy:u

Das identidades acima tiramos imediatamente:
Py = Py — (€23 — e)xs — (fos — f12)Y2
Pys = Py — (34 — exg)xs — (fss — f23)y3 (8.4a)

Qs = Quz — (e2s — e)y2 + (f2s — f1)x
Qss Q2z — (ess — €a)ys + (fas — faa)xs (8.4b)

Ry = Ry — (Kza = Km)zz == (Ezs = Els)xz = (Fzs = Fm)Yz
Rss = Ro; - (Kad . Kza)za - (E3q — E23)X3 - (FSd - an)}’a
(8.4¢)
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Temos, assim, as férmulas que permitem o cdleulo progressivo de
P, Q e R que introduzidos em (8.2¢) ¢ (8.2e), juntamente com e, f,
E e F, possibilitam a transformagdo imediata das coordenadas-apa-
relho em coordenadas-terreno. Basta, para isso, que sejam prévia-
mente determinados os elementos do primeiro par da faixa e os va-
lores sucessivos de ¢, f, E e F em fungdo de A, K, ¢ e Q. E claro
que se houver apbio apenas no primeiro par da faixa somos forgados
a admitir que ¢, f, Il e F sdo constantes e ndo poderd haver nenhuma
distribui¢do de erros ao longo da faixa. Também é possivel apoiar
alguns pares de uma longa faixa, no inicio desta, determinar ai os
valores dos erros sisteméticos e extrapolar para o restante da faixa.

-

O lancamento de uma faixa com apdbio apenas no seu infcio é
o que se denomina na Franga anfena e nos Estados Unidos trampolim.

8.5 — Calculo e eliminacio dos erros sistemiticos

Determinados os valores de A, K, ¢ e Q para os pares extre-
mos, o0s erros sistemédticos poderdo ser calculados usando as férmulas
(8.1e) e os valores sucessivos daqueles mesmos elementos poderdo ser
conhecidos através das expressoes (8.1a) a (8.1d). Com éstes ele-
mentos podemos calcular todos os valores de e, f, B e F pelas for-
mulas (8.2b) e (8.2f) e os de P, Q ¢ R com (8.4a) a (8.4c). Caso
os pontos de apdio nos pares extremos estejam referidos a dois sis-
temas diferentes, mas de eixos paralelos, o que é possivel orientan-
do-os com azimutes determinados astronomicamente, mas convenien-
temente reduzidos ao plano, teremos uma clara possibilidade de efe-
tuar a ligagio désses pares, e o resultado poderi ser considerado livre
de erros sistemdticos. e da maior parte dos acidentais duplamente
acumulados. Esta técnica ndo é porém aconselhivel em traba-
lhos de precisio, uma vez que os erros acidentais podem ser
responsaveis por diferengas inaceitdveis nas coordenadas e, particular-
mente, nas altitudes. Tais erros podem ser compensados, mas serd
imprescindivel que os pontos de apbio situados nos pares extremos
estejam definidos no mesmo sistema de coordenadas-terreno. Se tal
acontecer, teremos possibilidade de determinar para os pares extre-
mos os valores de P, Q e R, diretamente e, assim procedendo, vere-
mos que se partirmos de Pz, Q2 e Ry 0s valores transportados para
o ultimo par diferirdo dos que ai foram determinados diretamente,
aparecendo, assim, um érro de fechamento. Tal érro, que deverd
ser compensado, resulta da propagagdo sébre P, Q e R dos erros
acidentais de A, K, ¢ e Q. A seguir trataremos dessa compensagdo.

8.6 — Compensacido dos erros acidentais

No que diz respeito & compensacdo dos erros planimétricos, da
qual trataremos em primeiro lugar, teremos que anular os erros de
fechamento em P e Q, resultantes da propagagio dos erros acidentais
de A e K. Embora seja possivel agir diretamente sdbre estas varid-
veis, conseguiremos uma notdvel simplificagdo se compensarmos di-
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retamente os erros de e e f, que também serfo de natureza nitida-
mente acidental, uma vez que ¢ e f sdo funcoes apenas de A e K.(*¥)
Para chegarmos a essa solugdo fagamos inicialmente
ei,(i+1) — e(i-),i = Ae;
fi,i+) — f(i—0)i = Af (8.6a)
e escrevamos (8.4a) e (8.4b) com as formas
Pys = P1p — Aesxs — Afsys
Pys = Py — Aesxy — Afgys (8.6b)

Q2 = Q2 — Acsys + Afsxs
Qas = Qo — Aesys + Afsxs (8.6¢)

Como nfo nos interessam os valores intermediirios de P e Q, antes
da compensacdo, hd téda a conveniéncia em obter P(u_1),n € Q(az1),n
diretamente. Para isto basta somar membro a membro as expres-
soes (8.6b) e (8.6¢) e reduzir os termos semelhantes:

P(t);n = P — [Ae x] — [Af y]

Qlat)yn = Qu — [Ae y] + [Af x] (8.6d)
Se os valores de A e K estdo afetados de erros acidentais, o mesmo
acontecerd, como j4 foi dito, aos de ¢ e f e, evidentemente, também
aos de Ae e Af, logo, os valores transportados de P(a_y),n € Q(azi),s
fornecidos por (8.6d) nio coincidirdo com os determinados em fungdo
dos pontos de ap6io no iltimo par. Consequentemente, se substi-
tuirmos em (8.6d) os valores de P(._1),» ¢ Q(s_1),» determinados di-
retamente, aparecerdo os erros de fechamento expressos por

P(at),s — P12 + [Ae x] + [Af y] = w,
Q(amt)yn — Qe + [Ae y] — [Af x] = w, (8.6¢)

Vamos agora exprimir éstes erros de fechamento em fungio dos er-
ros acidentais de Ae e Af. Ixprimindo por de e df os erros aciden-
tais de ¢ e f e por dAe e dAf os de Ae e Af, teremos de (8.6a):

dess — de;s = dAe; dfy; — dfy, = dAf,
d.es.( = dezzs = dﬁes df34 —_— dfza = dﬁfs

A soma de tédas estas expressdes de i=2 a i=n, fornece:
de(n_]_),n = del‘z = [d.&e]
df(a_y),n — dfys = [dAf]

* No § 8.8 encontra-se completamente justificada a mudanga de varidveis.
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e, como nos pares extremos os valores de ¢ e f sdo determinados em
fungdo do apdio terrestre, podemos considerar que os erros residuais
sdo nulos e, assim,

[dAe] = 0 (8.61)
[daf] =0 (8.6g)

Se aplicarmos a Ae e Af, em (8.6e) as corregdes apropriadas
dAe e dAf, teremos a anulagdo de w, e W, 0 que se exprime por

P(at);s — Pro + [(Ae + dAe)x] + [(Af 4 dAfy] = 0
Qlo_1),. — Quz + [(Ae + dAe)y] — [(Af + dADx] = 0
donde

P(at);» — Pi2 + [Ae x] + [Af y] + [dAe x] + [dAf y] = 0
Qs — Quz + [Ae y] — [Af x] + [dAe y] — [dAf x] = 0
consequentemente, de acoérdo com (8.6e),

[dAe x] + [dAf y] = —w,

[dAe y] — [dAf x] = —w, (8.6h)

Entao, (8.6f), (8.6g) e (8.6h) sdo as equagdes de condigdo do proble-
ma. Para maior facilidade escrevamo-las explicitamente:

dA(—MXg + dA83X3 + e e e . + dAfzyz + dﬁfgys + P e . = =Wy
dﬁeﬂ’g + d.A85Y3 + ... .— dAszz s dAf:ng — . . . = W,
dAe; + dldes + . . . . . ... ... = /)
dAfz + dAfa .................... =0

Designando por C;, Cs,, C; e C4 os fatores correlativos correspon-
dentes a cada uma destas equagdes, teremos:

dﬁlh = X201 + Y2C2 + Cs dﬁfz = y201 — %902 + C»:
dAe; = x3C1 + y3C: + G dAf; = y3:C; — x3C2 + Co
(8.61)
Tendo em vista as equagdes de condigdo (8.6f) e (8.6g), se somarmos
membro a membro cada um dos grupos de equagdes acima, teremos,
em (n-2) pares,
Cl[X] + Cz[Y] + (0-2)C;
CI[Y] == 02[X] + (n-2)C;4

0
0

donde

Cs = —{Cilx] + Cilyl}/(n-2)
Cs = —{Cily] — Ci[x]}/(n-2)

I
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substituindo éstes valores em (8.6i) resultars
dde; = {x - [x)/(n-2)}Ci + {y2 - [y]/(n-2) | C.
dAes = {x; - [x)/(@2}C: + {ys - [yl/0-2)}C:
dafa = {y2 - BUEDICr — {x - K02} Cs
daf,; = {vs - [y]r’(n-2){01 — lk’a = [x]f(ﬂ—QHCz

ou, fazendo

xi - [x]/@2) = a,
. vi - bli@2 = b, (3.6)
vira
dAOg = agCl + bng dAfz = b201 ==l 3202

dAea = 3301 + b3C'2 dAfg = b301 — 3302 (861{)

Destas equagdes correlativas passaremos imediatamente ao sistema
de equag¢des normais:

S@ai + bIC: = -w,

2(ai + bHC: = -w, (8.6])

A solugdo déste sistema fornecerd os correlativos que introduzidos
em (8.6k) conduzirdo aos valores das corregdes de Ae e Af. Entdo,
se calcularmos A e K para os pares extremos, em fungio dos pontos
de apdio af existentes, teremos os erros de fechamento w, e wy. Es-
tes podem ser considerados como resultando da acumulagdo dos er-
ros sistemdticos e da acumulagdo dupla dos erros acidentais dessas
varidveis e podem, em vista disso, ser linearmente distribuidos ao
longo da concatenagdo, decorrendo dai o conhecimento de todos os
valores de A e K, livres de erros sisteméticos (v. quadro 8.6-I) e de
uma boa parte dos acidentais. Também estario livres désses erros
os valores de e e f calculados por (8.2b) af introduzindo A e K. Co-
nhecidos ¢ e f deduziremos Ae e Af e, empregando (8.6¢) obteremos
os erros de fechamento w, e wq que, por serem acidentais, sio com-
pensados usando as expressdes (8.6]) a (8.6). Acreditamos que o
exemplo apresentado no quadro 8.6-I esclarega detalhadamente to-
dos os estigios do cdlculo, cuja terminagfio conduz ao conhecimento
de ¢, f, P e Q para todos os pares, o que permitird transformar ime-
diatamente em coordenadas-terreno, as coordenadas instrumentais
correspondentes a qualquer ponto observado no aparelho.

Passemos agora & compensa¢do dos erros acidentais da altime-
tria. Imicialmente, fagamos em (8.4c)
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K (i+1) = K(-1),i = AK;
Ei\(is1) = BE(-), = AE; (8.6m)
Fiy(i+1) = F(-1),i = AF;
com isso poderemos escrever (8.4c) com o seguinte aspecto:
Ry = Rip — AKozo — AEsx; — AFuy»
Raq = Rgg = AKaZg - AEaXs = ﬁFsy;, (8611)

Somando estas expressdes resulta:
R(s-1),» = Riz - [AK z] - [AE x] - [AF y]

Com raciocinio absolutamente andlogo ao seguido quando tratamos
da planimetria, teremos

R(ait),s — Riz + [AK z] + [AE x] + [AF y] = w: (8.60)
Entdo, como os valores corretos de AK sio conhecidos com a com-

pensagio prévia da planimetria, obteremos as seguintes equagtes de
condi¢do, deduzidas da mesma forma que (8.6f), (8.6g) e (8.6h):

[dAE] = 0 (8.6p)
[dAF] = 0 (8.6q)
[dAE x] + [dAF y] = -w, (8.61)

Estas equagtes de condigio, tratadas como o foram (8.6f), (8.6g) e
(8.6h), fornecem as equagdes correlativas e a equagio normal:

d.’AEg = e agCI dAFg = - bgC,
dAEs = - 3301 dAFg =l bgCl (868)
Z(a? + by)C; = —w, (8.6t)

onde a; e b’ sdo os valores expressos por (8.6)) e ji calculados durante
a resolucdo do problema da planimetria. E interessante notar que,
com a solugido apresentada, os dois correlativos da planimetria e
também o da altimetria, tém, como mostram as equagdes (8.61) e
(8.6t), exatamente o mesmo coeficiente, o que importa numa notével
simplificagdo dos célculos.

O exemplo apresentado no quadro 8.6-II mostra, em detalhe,
todas as operagdes inerentes ao cédlculo da altimetria, até chegar aos
valores de E, F e R, com os quais podemos calcular a cota compen-
sada de qualquer ponto de coordenadas instrumentais conhecidas.
H4, porém, alguns detalhes do cilculo que merecem explicagio es-
pecial.

Em primeiro lugar é necessirio mostrar as peculiaridades rela-
tivas & escala. Praticamente todos os aparelhos dispdem de engre-
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nagens que permitem realizar as leituras altimétricas nas dimensdes
naturais. Assim, se o modelo 6tico estd projetado numa escala cujo
valor nominal é 1:K, escolher-se-do engrenagens cuja relagio per-
mita a leitura direta das cotas. Alguns aparelhos, particularmente
os mais antigos, ndo dispoem de dispositivo andlogo para a transfor-
magio das coordenadas planimétricas. Nesses casos, entdo, teremos
as leituras altimétricas em escala 1:1 e as planimétricas em 1:K,,
considerando o modelo ético isento de erros. Se, porém, éstes forem
levados em conta, teremos, para a planimetria, uma escala cujo de-
nominador é K, pouco diferente de K, e para a altimetria K/K,,
pouco diferente de 1. Consequentemente, se o denominador da es-
cala altimétrica pode ser expresso, de maneira geral, por

= K/K, (8.6u)
a primeira das férmulas (8.6m) deverd ser substituida por
Kri,(i+1j = I{’(i—lhi = .ﬁI{i (8.6\;’)

e, assim, serd necessdrio substituir AK por AK’ nas expressoes (8.6n)
e (8.60). Pelas mesmas razdes serd também imprescindivel substituir
K por K’ em (8.2¢).

Outro detalhe importante refere-se as férmulas para o céleulo
progressivo de E e F. Multiplicando (8.1¢) e (8.1d) pelo denomina-
dor K da escala do modelo (escala planimétrica) e tendo em vista
(8.2f) obteremos

Eiu+n = By + K 3¢ + dE
Fien = Foni + dF (8.6w)
e de (8.1g) e (8.1h),

n-1
- E(“—lh“ ™ Em = I'— E E{.D.
dE = ]
n -2 (8.6x)
1 " Fll‘l—}.)ﬂ y FIE
dF = 3
8.7 — Compensacdo simplificada da planimetria

Corrigindo diretamente A e K dos respectivos erros s:nstemahcos,
estamos agindo da maneira a mais rigorosa possivel. E, porém, vi-
vel considerar e e f como varidveis independentes e trat4-las da mes-
ma maneira que A e K, exceto no aerocaminhamento a azimute cons-
tante.

Para compreendermos a simplificagdo, - diferenciemos (8.2b):
de = — K sen A dA + cos A dK
df = K cos A dA + sen A dK (8.72)
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Ora, como os erros de fechamento sdo sempre pequenos, é licito subs-
tituir em (8.7a) as diferenciais por ésses erros e, assim,

we = — Ksen A w, + cos A wy
w; = K cos A w, + sen A wy (8.7b)

Sendo w, e wi as diferengas entre os valores inicial e final de A e K
e tendo em vista que nos casos considerados 8=0, podemos escrever
(8.1e) e (8.1f) sob a forma:

= - wi/(n-2)
= — Wy/(n-2) (8.7¢)

&l &l
=R

e, assim,
we = (K sen A"dA + cos A dK) (n-2)

i . (8.7d)
wi = ( K cos A dA + sen A dK) (n-2)

Ora, como nos casos considerados as variagdes de A e K s6 depen-
dem dos respectivos erros, tais vanagoes serdo, evidentemente,
pequenas, logo, seus produtos por dA e dK serio quantidades de
segunda ordem e podem, em vista disso, ser abandonadas. Conse-
quentemente, podemos fazer em (8.7d)

-K sen A dA 4+ cos AdK = de
K cos A dA + sen A dK = df (8.7¢)

que serdo os erros sisteméticos de e e f. Entdo, (8.7d) transforma-se
em
(n-2)de

(n-2)df

We

I

Wi
donde tiramos

de = w/(n-2)

df = wi/(n-2) (8.76)

Distribuindo linearmente os erros de fechamento w. e w;, obtere-
mos v valores sucessivos de e e f que diferem entre si, respectivamente,

de de e df. Consequentemente, na solugdo simplificada, podemos
substituir em (8.6¢) Ae por de e Af por df resultando
P(h—l);“ = P + de[x] + df[y] = W;
Qlo—)ys = Quz + de[y] — dffx] = w, (8.7¢)
O exemplo pritico que vemos resolvido no quadro 8.7-1 escla-
recerd suficientemente a sequéncia das operagdes inerentes ao mé-

todo simplificado de compensagdo.
s
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QUADRO 87-1

Aﬂ = biC; + aiCz 4+ df;

filip1) = fG-a + Agi g Qifig)

e x ai=x—xg | 1082 C; | 108bCs | Ael0s e —xAe | —yAf P
v bi=y—yo | 106bCy [—108aCy | Afi08 f —vAe *Af Q
— — — — — | —o680237 | — — 67.612,00
i — — — — | +o420846 | — — | 211.865,70
4.492,00 |[—11.939,17 | —a1 0 + 21 |—0,680216 | — 009 |+ 099 67.612,90
Ne — 341370 |+ 27,61 0 —206 | + 201 | 4+0,421137 | + 0,07 |+ 1,31 | 211.867,08
6.759,30 |— 9.671,87 | —a1 + 1 |+ 382 |—0680184 | — 021 |+ 1,14 | 67.613,83
N — 347310 |— 31,79 0 —167 | + 330 | +0,421467 | + 0,11 | + 2,23 | 211.860,42
9.014,40 |— 7.416,77 | —31 0 + 41 |—0,680143 | — 0,37 | + 127 | 67.614,73
E — 3.449,80 |[— 8,49 0 —128 | -+ 860 | 4+0,421836 | + 0,14 | 4+ 3,33 | 211.872,89
. 11.666,00 |— 4.765,17 | —20 0 + 52 |—0,680001 | — 0,61 | + 1,44 | 67.61556
N — 3.468,00 |— 26,69 0 — 82 | 4+ 415 | 40422251 | + 0,18 | + 4,84 | 211.877,01
. 13.918,50 |— 2.512,67 | —10 + 1 | + 63 |—0,680028 | — 087 |+ 137 | 67.61626
— 3.479,00 |— 37,69 0 — 43 <+ 454 +0,422705 | 4+ 0,22 | 4 6,32 | 211.884,45
} 16.438,80 |+ 7,63 0 + 72 | —0,679956 | — 1,18 |+ 1,72 | 67.616,80
i — 3.462,50 |— 21,19 0 + 407 | 40,423202 | + 0,25 | + 8,17 | 211.892,87
iy 18.768,20 |+ 2.337,03 | +10 + 1 |+ 93 |—0,670873 | — 1,56 |+ 1,87 | 67.617,11
— 3.480,80 |— 49,49 0 + 40 | 4+ 537 | 40423739 | -+ 0,29 | + 10,08 | 211.903,24
21.187,60 |+ 4.756,43 | +20 0 + 92 |—0,679781 | — 1,95 |+ 200 67.617,16
e — 3.470,50 |— 20,19 0 4+ 82 | 4+ 579 | 40424318 | + 0,32 | 4 12,27 | 211.915,83
23.704,10 |+ 7.362,93 | +31 4+ 3 | 4+ 106 |—0,679675 | — 2,52 | 4+ 2,26 | 67.616,90
G 3.635,90 [— 194,59 0 +127 | + 624 | +0,424942 | + 0,39 | + 14,85 | 211.931,07
o 26.036,10 |+ 9.604,93 | +40 | — 4 | + 108 |—0,679567 | — 2.81 |+ 2,12 | 67.616,21
— 3.199,60 |+ 241,71 0 +166 | + 663 | +0,425605 | + 0,35 | + 17,26 | 211.948,68
28.667,90 |+12.236,73 | +52 | — 2 | 4+ 122 |—0,679445 | — 8,50 | + 2,34 | 67.615,05
il - 3.311,50 |+ 129,81 0 +211 | + 708 | 40,426313 | + 040 | + 20,30 | 211.969,38
T =(n-2)x | 180.742,90 0 0 + 792 —15,67 | + 18,72
Y = (n-2)yp |—37.854,40 0 0 0 +5467 T 272 | 410096
X0 16.431,17
Yo — 3.441,31
ela-1n = —0,679445 flo-1)n = +0,426315 Pla-1)m = 67.615,05 Qla-1)in = 211.969,38
—ejn = +0,680237 —f3 = —0,420846 _—P1z = 67.612,00 —Qz = 211.865,70
Wo = +0,000752 w, = +0,005469 defx] = + 13,01 defy] = — 272
afly] = — 1881 —dfjx] = — 80,83
do = — = 40000072 df = = +0,000497 wp = — 275 wq = + 11,13
n-2 n=2
—108wy, —10%wq
Y(a24b?) = 644.526.980,33 Cp = ——— = +0,00426 Cp = ——— = —0,01726
Z(az+b2) Ta2+b2)
Formulas: Aei = aiCp + biCa +:Ef: ei,lit1) = eli-1)1 + Aei; Piliz1) = Pli-1i — xildei — w1

= Qliai — vildei + xilf
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8.8 — Justificacdo da mudanca de varidveis

No pardgrafo 8.6 substituimos as varidveis A e K, que sdo in-
dependentes, pelas e e f, que nio oséo, pois, como mostra (8.2b), sdo
fungdes de A e K. Ora, ao aplicarmos o método dos minimos quadrados
as equagdes de condigdo (8.6f), (8.6g) e (8.6h), estamos procurando
obter as corregdes dAe e dAf de forma que atendam & condigdo

[(dAe)? + (dAf)?] = minimum

Ora, se AA e AK sfo as diferengas de azimute e denominador da
escala de um par para o seguinte, poderemos escrever, de acordo
com (8.7a),

Ae = -K sen AAA + cos AAK
Af = K cos AAA + sen AAK (8.8a)

Nestas expressoes A e K podem ser igualados aos respectivos valores
medios pois as diferencas para ésses valores multiplicadas por AA e
AK podem ser consideradas como quantidades de segunda ordem e
abandonadas. Assim sendo, os erros acidentais de AA e AK, que
produzem os de Ae e Af podem ser obtidos imediatamente de (8.8a),
por simples diferenciagio:

dAe = -K sen A dAA + cos A dAK

dAf = K cos A dAA + sen A dAK (8.8b)

A soma dos quadrados das expressdes acima fornece, depois de al-
gumas simplificacées elementares,
(dAe)? + (dAf)? = K2dAA)? + (dAK)?® (8.8¢)
ouw
(dAe)? + (dAD? = K2{(dAA)? + (dAK/K)2}
Ora, é claro que dAK é proporcional a K, logo, dAK/K é um nu-
mero relativo que, como o azimute, independe de K. Assim sendo
dAA e dAK/K serdo, na realidade, as incégnitas do problema e, se
admitirmos que tanto o azimute quanto a escala sio determinados
com o mesmo grau de precisdo, durante a orientagdo progressiva, deve-
riamos obter dAA e dAK/K condicionando sua determinagio a
[(dAA)? 4+ (dAK/K)?] = minimum °
ou, como K é uma constante,chegariamos a0 mesmo resultado fazendo
K?[(dAA)? + (dAK/K)?] = minimum
ou
[(dAe)? 4 (dAf)?] = minimum.
ficando, assim demonstrada a legitimidade da mudanca de varidveis.

Embora possa ser objetado que dAA e dAK/K nio devem ter
iguais pesos, a pratica tem demonstrado que os resultados aleanga-
dos admitindo essa igualdade sdo perfeitamente coerentes.



Cariruvro IX
AEROTRIANGULACAO EM CIRCUITO FECHADO
9.1 — Ideia geral do problema

A aerotriangulagio em circuito fechado destina-se a envolver
uma grande 4rea com faixas simples apoiadas apenas em suas extre-
midades. Trata-se, portanto, de tornar possivel o levantamento da
4rea com o minimo indispensivel de ap6io terrestre.

A figura formada pelas faixas que envolvem a drea poderi ser
qualquer uma, independendo a solugdo do problema, que é absolu-
lutamente geral, do aspecto apresen-
N 3 tado por aquela figura. Em vista
L 6 i i i| disso, vamos abordar a solugio do
(s iRl nosso problema supondo o caso sim-
ples de quatro faixas (Fig. 9.1) que
se ligam para formar, aproximada-
mente, um quadrado. A Fig. 9.1
mostra.as quatro faixas, com o sen-
tido em que se desenvolveu a orien-
— tagdo progressiva e as 4reas comuns
l_' Al d o :I que vemos nos quatro cantos da fi-
— — gura sdo aquelas onde deveri ser
FIG. 9.1 efetuado o apdio. BEste, no que diz
. respeito & planimetria, constari de
determinagdo de posigdes astrondmicas e de azimutes de diregdes
definidas, bem como de pequenas triangulagdes locais ou poligonais.
Os pontos fotogrificos deverdo ser escolhidos prevendo o apdio do
dltimo par de uma faixa e do primeiro da que se segue.

N&o é necessario que as posi¢es astrondémicas sejam determi-
nadas com grande rigor, pois elas vdo servir apenas no cilculo dos
azimutes astronémicos e na determinagio das convergéncias de me-
ridianos destinadas a transformar os azimutes astronOémicos em azi-
mutes planos. Assim sendo, se a regido a levantar ji dispuser de uma
carta sofrivel, as coordenadas dela tiradas ji poderdo atender aos
fins em vista, tornando dispensdvel a determinagdo das posigdes as-
tronémicas.
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Considerando como origem das coordenadas um ponto qualquer
do primeiro par da faixa @, é também possivel fazer o transporte de
coordenadas, partindo dessa origem, em fungio das préprias medi-
das instrumentais, o que permite dispensar as posigdes astronémicas
nas zonas B, C e¢ D; mas, tal procedimento alonga demasiado o tra-
balho, uma vez que a transformac¢io dos azimutes astronémicos em
azimutes planos terd de aguardar a passagem das faixas no aparelho.
O processo é, porém, perfeitamente legitimo e conduzird, certamente,
a resultados plenamente satisfatérios.

Quanto & altimetria, o que nos parece mais aconselhdvel é uti-
lizar dados estatoscépicos e empregar a téenica do aeronivelamento.
Assim procedendo serd possivel determinar a altura de vdo acima
do terreno no primeiro par da faixa ¢ e no dltimo da d e, como ji
dispomos dos valores de bz dados pelo estatoscépio, compensé-los
distribuindo linearmente o érro de fechamento.

A existéncia dos dados estatoscépicos ndo reduz, porém, a den-
sidade do apéio altimétrico a ser realizado nas dreas A, B, C e D,
que denominaremos 4reas de inflexdo. Dentro delas deverio ser
efetuados nivelamentos locais que determinem as cotas relativas dos
pontos fotograficos, com precisdo superior & que serd capaz de for-
necer o aparelho. Um nivelamento taqueométrico satisfard integral-
mente a essa condi¢do.

Se as faixas forem extensas e, por essa razdio, nio for possivel
empregar a aeropoligonac¢io nem, por falta de dados estatoscdpicos,
o aeronivelamento, o aerocaminhamento resolveri satisfatériamente
o problema. .

Um simples raciocinio mostra que a qualquer faixa longa apoia-
da em suas extremidades sdbre pontos ligados a uma rede geodésica,
o método aplica-se integralmente, pois bastari realizar apdios in-
termedidrios da mesma forma que propomos para as zonas A, B, C
e D. Serd apenas necessdrio esclarecer que os pares intermedidrios
apoiados serdo sempre os Ultimos das faixas de ré e os primeiros das
de vante. Em vista disso niio é necessirio que 2 sua orientacio ab-
soluta seja refeita ao ser iniciada a orientagdo progressiva da faixa
de vante.

9.2 — Determinacdo dos erros de fechamento em P. Q e R

A fim de facilitar a dedugdo dos erros de fechamento, vamos
abordar separadamente a planimetria da altimetria e empregar o
método vetorial. Imaginemos uma das faixas do circuito tendo suas
extremidades referidas a dois sistemas diferentes (Fig. 9.2) mas de
eixos paralelos, o que é sempre possivel, uma vez que em tddas as
dreas de inflexdo os azimutes planos sdo conhecidos. Se a origem
instrumental no infcio da faixa estd situada em O, a posi¢do dessa

—9
origem é definida pelo vetor Vi, cujas componentes segundo X e Y
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sdo, respectivamente, E’)lg e au_ Como no final da faixa os pontos
estdo referidos a outro sistema, a posi¢io da origem instrumental
nesse sistema, na auséneia de erros durante a orientagdo progressiva,
seria, definida pelo wvetor _\T”(u_l),... Em virtude, porém, dos erros
do processo de concatenagdo a posigdo de O deslocar-se-4 para O/,
sendo 00’ o vetor U que define o érro total de fechamento. Assim
sendo, a posicio de O’ serd definida pelo vetor —{)T(.._l),.., de compo-
nentes ﬁn_ﬂ,.. e 6(,-0,... Sendo TE a translagdo que seria necessi-
rio dar ao sistema de eixos do inicio da faixa para fazé-lo coinecidir
com o do fim, teremos, como mostra a Fig. 9.2, a seguinte equagio
vetorial

— —> — —
Viedjn—Vu = U4 T=0 (9.22)

Se DP e DQ sdo os erros totais de fechamento em P e Q, é claro que

—3 — —
DP e DQ serio os componentes de U segundo os eixos coordenados;
entdo se exprimirmos todos os vetores em funcdo dos respectivos

—_
componentes, com excegio de T, teremos

— —

V(n_l),n = i-P(n_.l),n j Q(n_l),n
— —> —

Vie = i 1)12 + J Q

— — —

U = iDP 4+ jDQ

—s
Substituindo éstes valores em (9.2a) e transpondo T, vird

TP s =~ Prp= DB 4 300, ~ 0Dl T | G5

Esta expressdo é geral, valendo para qualquer faixa do circuito. En-

—_
tdo, se examinarmos a Fig. 9.3 verificamos que as translacdes T que
definem as posi¢des relativas dos sistemas de referéncia, sdo vetores
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Fig. 9.3

que formam um circuito fechado, logo, sua soma serd nula. Conse-
quentemente, se¢ somarmos para todas as faixas as expressdes and-
logas a (9.2b), teremos

TiS(P(er)ye - Pra—DP) +  35(Q(i)a-Qu-DQ) = 0  (9.20)

Conforme vimos, o vetor U e, portanto, seus componentes DP e
DQ s6 dependem da propagagdo dos erros ao longo da faixa. Por
conseguinte DP e D{Q) equivalem, respectivamente, aos valores for-
necidos por (8.6e) para (P(a1),» — P12) e (Q(ay),n — Qu2), isto é

DP = —[Ae x| — [Af y] + w,

DQ = —[Ae y] + [Af x] + w,
Substituindo éstes valores em (9.2¢) obtemos

TIZ(P(ar)ye — Pu + [Ae x] + [Af y] — wy)

+ 32(Qe)ye — Que + [Ae y] — [Af x] — w) =0
ou, fazendo
E‘Vp = Wp

2w, = W,
Vira
TIR(P(ur)n - Pre + [Ae x] + [Af y])
— — —
+ §B(Q(a-1),n — Quz + [Ae Y] — [Af X]) = iW, 4+ jW,

donde tiramos prontamente
2(P(o-1)yn — Pr2 + [Ae x] + [Af y]) = W,

Z(Q(a-1)yn = Qua + [Ae y] — [Af x])

I
=
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Os primeiros membros de (9.2d) sdo iguais s somas, para cada faixa,
de parcelas absolutamente andlogas s que figuram nos primeiros
membros de (8.6e), embora aqui (P(a_1),» € Q(a-1),) ¢ (P12 e Qi2)
pertencam a dois sistemas diferentes. Dai concluimos que cada uma
das faixas do circuito pode ser tratada como se fosse isolada, o que
conduziri a valores de w que nio serdo erros de fechamento e sim
parcelas para a formagdo de W. Designando, pois, por w’ as refe-
ridas parcelas, podemos escrever:

Wo = Wwap + Woo + Weoo + Wa

W, = W’aq + W + Wea + Wi (92"3)

onde o indice que precede p e ¢ indica a faixa a que corresponde w’.

Pelo exposto concluimos que o érro de fechamento do circuito
pode ser calculado com extrema facilidade.

Seguindo caminho absolutamente anilogo ao que nos permitiu
deduzir (9.2¢), obteremos o érro altimétrico de fechamento do cir-
cuito, que nos é dado por

W: = War + Weor + Wer + W (9.2f)

9.3 — Compensacio dos erros de fechamento

Se W, e W, sio o resultado do actimulo dos erros acidentais
a0 longo de todo o circuito, éles serdo representados por expressoes
inteiramente andlogas as (8.6h), onde as somas que figuram nos
primeiros membros devem ser entendidas como abrangendo os ele-
mentos de todas as faixas. Por outro lado, em cada faixa, prevale-
cerio equagdes de condi¢do idénticas a (8.6f) e (8.6g). Assim sendo,
teremos para a planimetria

[dae x] + [dAf y] =
[dAe y] — [dAf y] =
[dAe]. =
[dAe], =
[dAe]. =
[dae]d
[dAf].
[dAf], . =
[dAf]. =
[dAf]a =
Temos, pois, 10 equagdes de condigdo, das quais resultario 10 fa-
tores correlativos, em fungdo dos quais exprimiremos as corregdes
escrevendo as seguintes equacdes:

dAel2 = Xn2cl + YaZCﬂ + CS dAfn2 = ys201 = x5202 + C‘l
dﬂeas = XagC_l + }’3302 + Ca d.‘lf,g = y.301 - Xnacz e C4

(9.3a)

cCooocooo0o0od=
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dAess = _Xb201 + ¥u:Ca + Cs dAfp: = yueCi — x62C2 + Cs
dAess = xu3C1 + yusC: + Cs dAfe; = yu3C1 — x63Ce + Cs
dAes = XCi + yaC: + C; dAfes = yeC1 — %202 + Cg
dﬁeus = Xcscl + ya302 + C:.r dAfc;g yuscl =t Xuacz + Cg

d-’-\eﬁz = xaCy + deCz + G dAfs = decl — x42C1 + Cyg
dAes; = xa3Ci + yusC: + Co dAfas = yasCi — xasCs + Cio

Conforme mostram as equagdes de condigfio (9.3a), as somas das
corregdes em cada faixa sdo nulas. Isto nos permite somar dAe e
dAf para cada faixa e tirar os valores de C; a C;¢ exprimindo-os em
funcdo de C, e C,, da mesma maneira que no caso de uma faixa sim-
ples. Assim procedendo, se exprimirmos genéricamente por 2m os
indices pares dos correlativos C; a C;o e por (2m+-1) os indices fm-
pares désses mesmos correlativos, podemos escrever, de um modo
geral, para qualquer das faixas,

(-9 - {Cix] + Culyl}/@m-2)
Crast = = {Cily] — Ci[x]}/(n-2)

Entdo, substituindo estas expresstes nas precedentes e fazendo, pa-
ra uma faixa r

I

X — [x]/ (n-2)

Ari

9.3b
va - ¥l/@2) = ba el
teremos as equagoes correlativas em sua forma final:
dAe.z = a.gcl —|— bngcg dAfaZ = b,gCl - a.zcg
dAess = &;301 + basCZ dAfaa = bas(h - &3302
d&ebz = 21:C1 + bu:Co dAfhg = wal - aCy (9 30)
dA(:h;s = absCI + bban dﬁfhs = bbgcl = &5302 i
dAeoz = auQC_'[ + ba2C2 dAfoz = chCl - &0202

dAe,s = a.,aCl + bescz dAf,s = b¢301 == a,;;Cz
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dAess = 24207 + baCe dAfes = baCy — 24.Cs
dAEas = &dscl, -+ bdsCz dﬁfas = bdaC1 = &dng

Destas equacges correlativas passamos ao sistema de equagbes nor-
mais:

S(an + bC1 = = W,

S(an + bRC: = ~ W (9.3d)

perfeitamente andlogo ao (8.6]). Vemos, assim que, apesar da apa-
rente complexidade do problema, sua solugdo apresenta a mesma sim-
plicidade que a compensagio de uma faixa isolada o que é, de fato,
surpreendente.

Pelas proéprias equagdes correlativas (9.3¢), verificamos que os
valores de a. e by sdo caleulados para cada faixa, devendo ser usado
para isso o mesmo modelo do quadro 8.6-I ou do 8.7-I. Usando uma
folha para cada faixa, obteremos os valores parciais de (a2, + b?s),
cujo total serd a soma dos resultados registrados em cada folha.

Resta agora chamar atengdo para o cédlculo dos valores de P
e Q para todos os pares. Admitindo como origem de todas as coor-
denadas aquela que serviu para calcular o apdio terrestre do primei-
ro par da faixa (a) e do tltimo da (d), poderemos admitir como exa-
tos os valores de P e Q do primeiro par da faixa (a). Assim sendo,
a folha relativa & primeira faixa poderd ser totalmente preenchida, o
que permitird calcular os valores compensados de P e Q para o tl-
timo par da faixa (a). As diferencas entre ésses valores e os calcula-
dos em fungdo do apdio terrestre existente na 4rea B (Fig. 9.1) serfo
as corregdes a serem aplicadas aos valores de P e Q calculados para
o primeiro par da faixa (b) através do apbio terrestre. Tais serdo
os valores de P e Q iniciais da faixa (b). O procedimento dai por
deante serd o mesmo, até chegar ao tltimo par da dltima faixa do
circuito. Afi chegando, deveremos obter valores de P e Q transpor-
tados iguais aos diretamente calculados para o tdltimo par da ltima
faixa, em fungfo do apdio na drea A, o que constitui excelente veri-
ficagdo dos céleculos.

Pelo exposto verificamos que a continuidade do circuito inde-
pende da observagio de pontos comuns a duas faixas consecutivas
nas 4reas de inflexio. Realmente essa continuidade é garantida ape-
nas pelo conjunto de pontos de ap6io situados naquelas dreas e tendo
suas posigbes definidas num mesmo sistema de eixos coordenados.
Dai resulta a extrema facilidade com que é possivel efetuar o célculo
de todo o circuito, praticamente sem recorrer a férmulas diversas
das empregadas no cdleculo de uma faixa simples, exceto as que de-
duzimos para o cdleulo dos erros de fechamento.

A fim de evitar que os erros que se acumulam em cada faixa
para formar W, e W, tenham ordens de grandeza muito diversas, é
conveniente planejar o servigo de tal forma que tddas as faixas te-



nham, aproximadamente extensdes iguais, nfo devendo ser aban-
donada a possibilidade de intercalar apdio numa mesma faixa e tra-
tar as segdes como faixas independentes.

Estudemos agora a compensagio da altimetria. Comparando a
dltima expressdo de (9.2d) com (8.60), verificamos a possibilidade de
invocar os mesmos argumentos de que langamos méo ao tratarmos
da compensagio da planimetria e escrever para a altimetria as se-

guintes equagdes de condigo:

[dAE x| + [dAF y]

[dAE].
[dAE],
[dAE].
[dAE].
[dAF].
[dAF],
[dAF].
[dAF],

Seguindo exatamente a mesma marcha que no caso da planimetria
chegaremos as equagdes correlativas e & equagio normal:

dAE., =
dAE.; =

dAEbz =
dAEbs —

dAEcz =
dAEo:i =
dAE,.
dAEg;

aa201
a.3C1

abgCl

a3Cy

8;:201
&cscl

adzcl
a43Cy

dAF ..
dAFus
dAF,,
qAFba
dAF.,
dAFea

dAFdz —

dAF 3

™

(9.2f)

Coocoococococ o g

= bn2Cl
= baCy

= bszI
= bhaCl
(9.22)
= bazcl
= bc301

bd2Cl
bdscl

Il

Z(a%; + b*y)Cy = - W,
onde, como no caso de uma faixa isolada, o coeficiente de C’; é 0 mes-

mo que o de C; e C..

O que foi dito anteriormente com relagdo ao cileulo progres-
sivo de P e Q pode ser repetido integralmente quanto ao célculo pro-

gressivo de R.
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COMPENSAGAO DE BLOCO

10.1 — Ideia geral

Suponhamos que tenha sido fotografada uma 4rea com faixas
de v6o aproximadamente paralelas, como mostra a Fig. 10.1. Se
cada faixa houver sido aerotriangulada e compensada independente,

ol e e T i T g T i

FIG. 10.1

os pontos comuns is faixas contiguas apresentardo coordenadas di-
ferentes e essas diferengas devem ser compensadas para transformar
o conjunto num “bloco” rigido. E compreensivel que o tratamento
de um tal conjunto pelo método dos minimos quadrados envolveria
um tal nimero de equagdes de condigio que a solugdo do problema,
do ponto de vista pratico, tornar-se-ia extremamente complexa e
dependeria, possivelmente, do emprego de um calculador eletrénico.
Em vista disso, é preferivel seguir outro caminho que, embora empi-
rico, conduz a resultados perfeitamente satisfatérios com pouco tra-
balho. Embora o método escolhido seja uma aplicagio dos minimos
quadrados, essa aplicagdo ndo indica que as coordenadas finais sejam
as mais provéveis e sim, apenas, que a soma dos quadrados das cor-
regdes aplicadas aos valores ndo compensados é um minimum. De
fato, as coordenadas mais provéveis seriam aquelas que resultassem
da aplicagdo do método dos minimos quadrados levando em conta
todas as condigdes relativas As préprias faixas e aos pontos comuns.

Convém ainda esclarecer que os pontos comuns que vdo sofrer
diretamente a compensagido devem ser escolhidos a priori, pois de-
vem estar situados o mais préximo possivel das segoes AA’, BB/,
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ete., (Fig. 10.1) que servirdo de base 4 compensagdo. Essas segdes
devem estar afastadas, uma da outra, de cérca de 3 kildmetros.

10.2 — Compensacdo das coordenadas

Tratemos em primeiro lugar da compensagio das coordenadas
planimétricas e imaginemos, para facilitar o raciocinio, que o sistema
de referéncia usado é constituido pelo eixo médio longitudinal das
faixas do bloco e por outro a éle perpendicular, um pouco aquém do
inicio das faixas (Fig. 10.2). Suponhamos ainda que as coordenadas
¢ e y, nesse sistema sejam dadas em escala natural. Na Fig. 10.2

i R PRI s v b
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Bl o i cmemy
-R T
Tz 2|_ 4xh_ .
G b
Mgy ¢ "= &
R T
TRl iRy
G c
‘I"a-l.'Ra_ 71_“_4 _____
Gd 4
=E I e e N ey —
Ts_n _TaxRe = _ _
G
2 e
TS*“L____._____
. —
Fig. 10.2

vemos um corte transversal onde B, C, D e E sio os pontos comuns
as faixas contiguas. A compensagio deveri, portanto, ser efetuada
de modo que sejam eliminadas as diferengas de coordenadas dos
pontos comuns. Para eliminar as diferengas de x podemos dar aos
centros G dos diversos segmentos, translagdes T e aos préprios seg-
mentos rotagdes em torno de G que desloquem de —R uma das ex-
tremidades e de R a outra. Entdo, se exprimirmos por Axs, Ax.,
Axq e Ax, as diferengas entre as coordenadas x observadas em B,
C, D e E, poderemos escrever as seguintes equagdes de condigfo:

T1+R1—T2+R2 =AXb
Tg + Rz - Ta + Rs = AXo (1028.)
T3+R3—T4+R¢ =AX.1

T4+R4—'T5+R5 = AX:

Partindo destas equagdes de condigio, obteremos as seguintes equa-
¢oes correlativas:



Tl = CI
R,
T, C
R. = C,+ C
Ty = — C
R; C
Ty

o
o
+

+ Cs
s+ Cs (10.2b)
— C; + Cq
R4 Cs; + Cq4
T5 - C-i
R5 = C4
Dai tiramos os coeficientes das equagdes normais que sdo todos nu-
los exceto

Il

Il

[aa] = [bb] = [ec] = [dd] = 4
e, assim obtemos imediatamente para os correlativos
C, = Axb/‘i; C, = Ax,/4, » G = AXd/‘i} Cs = .ﬁXo/‘]:

Estes valores substituidos em (10.2b) fornecem os de T e R, com os
quais podemos calcular todas as corregdes:

A T1 = R1 =0 Gl - T1 = .&th‘.{
By, : T — Ry = —Ax/2 Gy : Ty = (Axe — AXB)/‘]:
Cs . Ta = R3 = —AXJZ G3 . Ts = (Aer — A'Xo)/‘i
Dq i Tq, -— R4 = —ﬁdez Gg H T.; = (A‘.‘(e — ﬁXd)M
E,r, e T5 == Rs = —AXJz G-s, z Ts = Ax.,/et

B, :T; + R1 = Axyf2
Cg = T2 + Rg = Ax,/2
Da b Ta -f— R3 = Adez
E.; . T4 + Rq = AXJ?:
F :Ts 4+ Rs = 0

Como cada linha representa as corre¢es das abcissas nos pontos de
uma faixa, podemos tirar as seguintes conclusdes:

a) os pontos situados nas margens do bloco (A, F) nfo sofrem

corregoes;

b) as corregdes correspondentes aos pontos situados nos eixos

das faixas s@o iguais &s médias das correcoes laterais.
Estas conclusdes sdo de suma importincia, pois, delas é que tiramos
a disposicdo dos célculos das corregdes.

Procurando agora determinar as corregdes inerentes s orde-
nadas™y os conceitos sio ligeiramente diferentes, mas os resultados
sfo exatamente os mesmos. De fato, para ajustar as ordenadas a
um mesmo valor, os centros G poderdo sofrer translagdes T e as dis-
tlncias, na mesma faixa, entre G e os pontos laterais poderdo ser
modificadas de —-R para o ponto de menor ordenada e de 4R para
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o de maior. Assim sendo, as equagdes de condi¢do serdo idénticas
as (10.2a) e, consequentemente, o problema serd resolvido de maneira
andloga.

Vejamos agora como passar das correcdes no sistema aparelho
para as que permitem corrigir diretamente as coordenadas planimé-
tricas do terreno. Sendo c. e ¢, as corregdes no sistema aparelho e
se os eixos déste sistema estdo orientados em relagio ao do terreno
por um azimute médio A, as férmulas gerais para a transformagio
de coordenadas por simples rotagdo fornecem:

ex = cxc08 A + csen A

¢y = —c.sen A + cycos A (10.2¢)

Ora, como acabamos de demonstrar, as correcdes c¢: para os pontos
laterais sdo sempre da forma kAx, sendo k igual a zero para os pon-
tos extremos (A,F) e a + 1/2 para os outros pontos laterais. Da
mesma forma cy é sempre da forma kAy, sendo %k sempre igual ao
de c.. Em tais circunstincias, poflemos transformar as expressdes
(10.2¢) em

ex = k( Ax cos A 4+ Ay sen A)

ey = k(-Ax sen A 4+ Ay cos A)

mas, as quantidades entre paréntesis so iguais, respectivamente, as
diferencas AX e AY no sistema do terreno, logo,

Cx = kAX
¢ = kAY

Seguindo caminho idéntico, mostrariamos, sem dificuldade que as
corregdes inerentes aos pontos G seriam, também no sistema do ter-
reno, iguais, para a mesma faixa, 4s médias das corregdes dos pontos
laterais. Assim sendo, poderemos operar diretamente com as coor-
denadas-terreno, o que facilita considerivelmente a aplicagio do
método.

No que diz respeito & altimetria, poderiamos fazer o estudo e-
xatamente da mesma forma que fizemos para x. Neste caso basta-
ria trocar x por Z e, assim, desenvolveriamos férmulas idénticas.
Vemos, pois, que X, Y e Z podem ser tratados exatamente da mes-
ma forma.

Segue-se um exemplo pritico para a compensacio de Z, tirado
do “Bulletin de la Société Belge de Photogrammetrie” (n. 45, se-
tembro de 1956).
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